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Vorwort. 

Eine selbstandige Schrift in deutscher Sprache zum ersten 
Studium der Besselschen Eunktionen ist nicht vorhanden. Das 
fruiter viel benutzte Werk von Lommel ist vergriffen; das Buch 
von Graf und Gubler ist als Anfangsstudium fur Studierende 
kaum, fur Ingenieure und Tecbniker gar nicht geeignet, und das 
Handbuch von Nielsen ist nicht sowohl zum Studium berechnet 
als vielmehr ein Nachschlagewerk, in dem ziemlich alle bisher be- 
kannten Satze, Formeln usw. uber Besselsche Eunktionen zu- 
sammengestellt sind. Vortrefflich ist die Einfuhrung, die H. W eb er 
in diese Eunktionen gibt 5 da sie aber nur einen Abschnitt seiner 
Bearbeitung der Riemannschen partiellen Differentialgleichungen 
bildet, so ist sie naturgemaB etwas knapp gehalten und beschrankt 
sich im wesentlichen auf ganzzahlige 'Parameter, ja eigentlich nur 
auf die Eunktionen nullter und erster Ordnung. 

Mit diesem kleinen Buche glaube ich daher keine uberflussige 
Verftffentlichung zu machen und hoffe, daB es fur die Kreise, an 
die sioh diese Sammlung von Schriften wendet, von einigem Nutzen 
sain wird. 

Zu besonderem Danke bin ich Herrn Ingenieur F. Emde 
verpflichtet fiir die groBe Miihe, die er sich durch das Lesen der 
Korrektur gemacht hat, und fiir manche Bemerkungen, die be- 
sonders in Hinblick auf Laser aus den Kreisen der Technik mir 
von groBem Werte waren. 

Berlin, im Juli 1908. P. Schafheitlin. 
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Einleitmig. 


Zu den Funktionen, die in den letzten fiinfzig Jahren in 
immer steigendem MaBe das Interesse der Mathematiker nnd der 
Physiker erweckt baben, gehoren die Besselschen Funktionen, 
die von mancben Autoren ancb Zylinderfunktionen genannt werden. 

Auf -spezielle Falle dieser Funktionen, namlich diejenigen, 
die jetzt als Besselsche Funktionen von der Ordnung Null und 
Eins bezeicbnet werden, wurde zuerst wohl Daniel Bernoulli 1 ) 
ira Jabre 1732 gefubrt, und zwar bei der Behandlung-des Problems 
der Schwingungen einer homogenen Kette, die am oberen Ende 
befestigt ist und mit dem unteren Ende um die Gleichgewichts- 
lage scbwingt. Bei derselben Aufgabe stieB aucb Euler 2 ) im 
Jahre 1781 auf diese Funktionen. 

Bei dem Problem der Warmeleitung in einem festen Zylinder 
gelangten Fourier 3 ) und Poisson 4 ) ebenfalls zu der Bessel- 
seben Funktion der nullten Ordnung. 

Von einer neuen Funktionsgruppe und einer Theorie derselben 
kann aber erst gesprochen werden, seitdem Bessel 5 6 ) in seiner 
wicbtigen Abbandlung: „Untersuch ungen uber den Teil der plane- 
tariscben StSrungen, welcher aus der Bewegung der Sonne ent- 
steht a cine allgemeine Funktion definiert batte, die nicht wie jene 
speziellen F&lle im wesentlicben nur von einer, sondern von zwei 
Variabeln abb&ngig ist, die naan jetzt als Argument und Parameter 
unterscheidet. Bessel gab in jener Arbeit eine Integraldarstellung 
und die Entwicklung der Funktionen nacb Potenzen des Argu- 
ments und stellte die Differentialgleichung auf, der die Funktionen 

1) Tbeoremata de oscillationibus eorporum filo flexili connexo- 
rum et catenae verticaliter suspensae. Commentarii Academiae Petro- 
politanae, Bd. 6, pag. 108 — 129 . 1732—33 ( 1738 ). 

2) De oscillationibus minimis funis libere suspensi. Acta Aca- 
demia© Petrop., pag. 157 — 177 . 1781 . 

3) Tb^orie analytique de la chaleur. Paris 1822 . (Deutscb von 
Weinstein, -Berlin 1884 ). 

4) Sur la distribution de la cbaleur dans les corps solides. Journ. 

de FEcole Polytechnique, cab. 19 , pag. 249 — 403 . 1823 . 

6) Abbandlungen der Berliner Akademie fur 1824 , S. 1 — 52 . ( 1826 ). 

Scliaflieitlin, Die Besselsolien Firnktionen. 1 
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Einleitung. 


geniigen. Ferner fand er die Relationen, die zwischen den Funk- 
tionen mit verschiedenen Parametern existieren, und so ist es 
wohl berechtigt, jene Funktionen mit seinem Namen zu belegen, 
wie dies zuerst yon Schlomilch 1 ) im Jahre 1857 und kurz 
darauf yon Lipschitz 2 ) geschehen ist. 

Die erste selbstandige Sehrift Tiber diese Funktion riihrt von 
Carl Neumann 8 ) aus dem Jabre 1867 her; im Jabre darauf 
folgte eine viel benutzte Monographie von Lo mm el 4 ). Von diesem 
Zeitpunkt an sckwillt die Literatur Tiber die Besselscben Funk- 
tionen gewaltig an; wabrend C. Neumann in seiner Sebrift neun 
Abbandlungen liber sie angibt, nimmt das Literaturverzeicbnis in 
der jiingsten Monograpbie von Nielsen 5 ) 15 Seiten in GroBoktav 
ein! Als selbstandige Scbriften sind nocb zu erwabnen die rein 
tbeoretisebe von Graf und Gubler 6 ) und die von Gray und 
Matbews 7 ), welehe hauptsaebliek die Anwendungen in dermatbe- 
matiseben Pbysik bervorkebrt. Aucb nur einen Teil der Abband- 
lungen, die in den letzten vierzig Jabren erschienen sind und unsere 
Funktionen bebandeln, bier anzugeben, ist ganz unmoglieb; es mag 
in dieser Beziebung auf das Werk von Nielsen nocb einmal auf- 
merksam gemaebt werden, das sebr eingebende und sorgfaltige 
Literaturnacbweise entbalt. 

Auf den Matbematiker werden die Besselscben Funktionen 
ibrer zablreicben interessanten Eigenscbaften und Beziebungen 
zu anderen Funktionen wegen stets eine groBe Anziebungskraft 
ausiiben, aber aucb fur den Tecbniker gewinnen sie immer mehr 
an Bedeutung. Zu den sebon oben erw&hnten Anwendungen baben 
sicb in den letzten Jabren nocb zablreicbe andere gesellt; bei der 
Beugung des Licbtes und der Scbwingung von Membranen spielen 
sie eine Rolle, in der Hydrodynamik, bei der Fortpflanzung elek- 

1) Bber die Besselscbe Funktion. Zeitscbrift fiir Math. u. Phys., 
Bd. 2, S. 137—165. 1857. 

2) tJber die Besselscbe Transzendente J. Journal fur die reine 
u. angew. Math., Bd. 56, S. 189—196. 1859. 

3) Theorie der Besselscben Funktionen. Ein Analogon zur Tbeorie 
der Kugelfunktionen. Leipzig 1867. Teubner. 

4) Studien tiber die Besselscben Funktionen. Leipzig 1868. Teubner. 

5) Handbuch der Tbeorie der Cylinderfunktionen. Leipzig 1904. 
Teubner. 

6) Einleitung in die Tbeorie der Besselscben Funktionen, 2 Hefte. 
Bern 1898, 1900. Wyss, 

7) A treatise on Bessel functions and their applications to physics, 
London 1895. Macmillan & Co. 



Historischer Riickblick. 


3 


trischer Wellen langs Drahten und bei der drahtlosen Telegraphie 
hat man sich ihrer bedient. 

So diirfte es wohl den Zielen entsprechen, die diese Sammlung 
von mathematisch-physikalisclien Schriften sich gesteckt hat, daB 
die Theorie dieser Funktionen hier den Ingenieuren nnd Studie- 
renden zuganglich gemacht wird. 


I. Abschnitt, 

Die Besselschen Funktionen erster Art. 


1. Hilfsformeln. AuBer den Hauptregeln der Differential- und 
Integralreehnung muB man beim Studium der Besselschen Funk- 
tionen eine Reihe von Beziehungen kennen, die in Zusammenhang 
stehen mit der sogenannten hypergeometrischen Reihe. In dieser 
Nummer sollen diese Formeln daher mitgeteilt werden; die Be- 
weise findet man in dem Hauptwerk liber diese Funktionen von 
C. F. GauB: Disquisitiones generales circa seriem infinitam etc. 
Werke, herausgeg. von der kgl. Gesellsch. d. Wiss. zu Gottingen, 
Bd. 3; diese Abhandlung ist auch ins Deutsche iibersetzt worden 
von Heinr. Simon: Allgemeine Untersuchungen uber die unend- 
liche Reihe usw. Berlin 1888, Springer. 

Es moge noch ausdriicklich bemerkt werden, daB die in dieser 
Nummer gegebene Zusammenstellung von Formeln beim 
Studium zunachst iibergangen werden kann. 


(1) F(ct,P,y,x) 


1 + 

ly 


«(« + !)/? (P + 1) „ 8 


1 .2 *7(7+ 1) 

1 g ( a + 1) (<* + 2 ) ft (ft + 1 ) (ft + 2 ) 81,., 

1 • 2 > 3 • y (y + 1) (y + 2) 


heifit die hypergeometrische Reihe; die GroBen a, ft, y, x 
heiBen ihr erstes, zweites, drittes und viertes Element, oder es 
werden a, ft, y als die Parameter, x als Argument bezeichnet. 
Die Reihe ist konvergent fur alle komplexen oder reellen Werte 
von #, deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist; wenn eines der 
beiden ersten Elemente eine negative ganze Zahl — n ist, so ist 
F erne ganze Funktion wten Grades des Arguments. Es ist: 

(2) F(a, P, y, x) = F(p, cc, y, x), 
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I. Die Besselschen Funktionen erster Art. 


(3) ^^i£^ = ^F( a +l,^ + l, r +l,x). 

Fur einige besondere Werte der Elemente ergeben sicb die 
Gleicbungen: 

(4) ( 1 — x) r = F{— v , /? , j3 , x ) , (/} beliebig). 

(5) l°g(l ~{-x) = xF(l, 1,2, — x), 

wo bier wie im folgenden stets unter log der naturlicbe Loga- 
ritbmus verstanden wird. 

(6) arc sin x = %F($, | , fl? s ) , 

(7) are tg x = x F(%, 1 , — a: 2 ) , 

(8) sm vx = v sm x • J I — , y, sirr x I , 

(9) cos vx = F{^ , — g , j, sin 3 x^j . 

Die Funktion F ist eine Losung der Differentialgleichung: 

(10) x(x 1)^J + {(« + (3 + l)* — y) d ^ x + ctpy — 0. 

Wenn zwiscben den Parametern, die bier stets reell ange- 
nommen werden, die Beziehung bestebt, dab y — a — > 0 ist, 

so bleibt F aucb fur x — 1 konvergent. Urn in diesem Falle den 
Grenzwert von F angeben zu konnen, bat GauJB eine Funktion 
Jl(z) durcb folgende Gleicbung eingeftibrt: 

(11) Tl(z) = lim f - , --WQ-T- v ^ v~v Ji z - 

Fur diese Funktion gelten folgende Formeln: 

(12) n(z) = #II(# - 1); JI(O) = 1. 

Bedeutet demnacb w eine positive ganze Zahl, so ist: 

(13) n(* + ri) = (0 + n )(0 + n — 1) •**(#+ 1) J7(#) 
und fiir # = 0 : 

(13 a) Il(n)**nl 

Fur reelle Werte von 0 groBer als — 1 ist 17# positiv und 
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endlich; fur alle negatiyen ganzzahligen Werte 1st II z unendlich 
groB; zwischen z — 1 und — 2 ist II z negativ, zwischeu z = — 2 
und — 3 positiv usw. Fur negative ganzzahlige Werte von z hat 

demnach -=^-r den Wert Null, d. h. es ist: 

n{z) ’ 


JT( — n) 



Es bestehen ferner die Gleichungen: 


(14) 

ji(_ $-y„. 

= iV 71 - 

(15) 

1 

* 

1 

s' 

1) = -.® . 
y sm z% 

(16) 

n (-T + ‘) "(- 

1 \ % 

2 / cos z% 

(17) 



11 (nz) 



7 _ 1/ (2^- 1 

V n 


Speziell fur n = 2 : 


(18) 


n W 



Ferner setzt GauB: 
(19) W(t) 


d log Hz 
dz 


n\z) 

iiz ' 


Diese Funktion geniigt der Gleichung: 

(20) «F(5 + l)-«FW + jij- 

Fur ganzzahlige Werte n von z ist daher: 

(21) W(n) = W(0) + 1 + y + Y+ ***+"^? 

worm ^*(0) = — C = — 0,577 215 665 ist; ClieiBt die Euler sche 
Konstante, Es ist: 

(22) 0 ) - W(z — 1) « * cotg %$. 

Fur negative ganzzahlige Werte von 0 ist W(z) unendlich 
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I. Die Besselschen Funktionen erster Art. 


Iff fg\ QQ 

groB; in diesem Falle erscheint in der Form — , deren Wert 
sich folgendermaBen bestimmen laBt. Es ist nacli (12) und (20): 


Wz 

Hz 


g ( , + 1 )-rh 


W+t) 


( *+i)(»+s){y(*+8)-~-~} 

n(z + 2) 


C + 1> ('+*)•('+*> j *<■ + o - i-f . - rpbi — • 4 t ) 

n(z + n) 


Setzt man hierin #=* — m, so liefern wegen des Faktors z + n 

alle Glieder des Zahlers den Wert Null mit Ausnalime von - 

z+n ’ 

tmd man erhalt: 


(23) 5^| = -(~^ 1 )(-«+2)...(-1)=(-1)«7T(«-1). 

Mit Hilfe der Funktion 21 laBt sicb der Wert von F(oi, § v y, l) 
angeben, falls er endlicb ist*, namlich: 


(24) 


F(«, ft y, 1) 


JI(y — 1 )2I(y — a — § — 1) 
n(y —a^T) II(y — §— 1 ) 7 


diese Formel gilt also, falls y — a — (5 > 0 ist oder falls a oder (3 
eine negative ganze Zahl ist, Ferner laBt sicb die Erklarungs- 
gleicbung von F schreiben: 


(25) F(apyx) 


— nDfFhfe) _a * 


Durcb Differentiation nach y folgt: 


(26)' 


8F(ctp V x)_ H(y — 1) -Vir(c + 4— 1)JT(^+A 

dy JI(a — 1) -X) mniv+l — V) 

x{gfy-i)— gfy+i-i)}**. 


f> 
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Aus (24) und (26) folgt die Gleichung: 

1 'SpiKa+l— l)II(P+l— l)^(y + 4— 1) 

n(a—i)n(§—i)£j ' mn(y+x-i) 

= JT(y — a — 1) II (y — p — 1) { a ~ 1 )+ *P(y — /3— l) 

-^(y-«-/3-i)} 

unter denselben Bedingungen, die fur (24) gelten. 

Das Eulersche Integral zweiter Gattung oder die Gamma- 
funktion r(g) laBt sich ebenfalls durch TI(z) ausdriicken; es ist: 

30 

( 28 ) r(g) =ft r x x z ~ 1 clx = n(e - 1 ). 

0 

Fur das Eulersche Integral erster Gattung ergibt sich: 

1 +i 

(29) j —x y~ 1 d% = J (1 + * , ) r ~ 1 (l — x)*~ l dx 

*5 - 1 

= U( r — 1) n( $ — 1) 

- jZ(r+5— 1) 

2. Die Besselsche Differentialgleichung. Die Gleichung 1 ): 

wird die Besselsche Differentialgleichung genannt; es soli x eine 
reelle oder komplexe Variable, v eine beliebige reelle Zahl sein. 

Versucht man diese Gleichung durch ganze oder gebrochene 
Funktionen oder durch die elementaren Transzendenten zu losen, so 
wird man sich bald von der Fruchtlosigkeit eines solchen Versuchs 
iiberzeugen. Abgesehen von einem ganz speziellen Falle, der noch 
sp&ter besprochen werden wird, lassen sich die durch (l) definierten 
Funktionen y nicht auf schon bekannte Funktionen zuruckfuhren. 

Urn die Eigenschaften dieser Funktionen kennen zu lernen, 
wird man zunUchst versuchen, y durch eine Potenzreihe von 
d. h. durch eine nach steigenden ganzen Potenzen von ' % fort- 
schreitende Reihe darzustellen. Es sei: 

1) Die durch st&rkeren Druck der Nummern hervorgehobenen, beson- 
ders wichtigen Formeln sind im Anhang noch einmal zusammengej3tellt. 
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y — 

2 = 0 

worin a x von x unabhangige GroBen bedeuten. Durch Differen- 
tiation folgt: 

v — 

2 = 0 

/' = — 

2 = 0 

Setzt man diese Werte in (1) ein, so ergibt sicb: 

00 oc 

— - l) + X — v*]a k x x + J£a x x l + 2 = 0, 

2=0 ;. = o 

oder wenn man X durch X — 2 in der letzten Summe ersetzt: 

00 00 

X 2 — v 2 )a x x z + Sa x oX ? ‘ = 0, 

2=0 2=2 


J£[(X 2 — v 2 )a x + a x ^~]x x + (1 — — i> 2 a 0 = 0. 

2 = 2 

Da diese Gleichung fiir alle Werte von x gelten soil, so muB 
der Koeffizient jeder Potenz von x in dieser Gleichung gleicb Null 
sein, d. h. es ist: 


v 2 a 0 = 0, (l — v 2 )a x == 0, 

(^ 2 “ y2 ) a l + a 2-2 ~ 0 


(2 = 2 , 3 ...). 


Daher ist entweder v = 0 oder a 0 = 0. Ist die erste Alternative 
erfullt, so zeigt die zweite Gleichung, dafi alsdann a x = 0 ist. 
Die folgenden Gleichungen lauten dann: 


^ a i + a 2-2 — 0 


(2 = 2 , 3 ...). 


Setzt man hierin A = 3 , so erkennt man, daB sich fiir a B der Wert 
Null ergibt; daraus folgt dann fiir X = 5, daB ebenfalls a h Null 
ist. So fortfahrend iiberzeugt man sich leicht, daB alle Koeffi- 
zienten a mit ungeradem Index Null werden. Setzt man dagegen 

1 = 2, so folgt do ~ g 2 \ fur 1 = 4 folgt a A j * f gC^’sn 
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fur A = 6 folgt a Ci = — ' 6 2 usw - Man ubersieht 

leicht, nach welchem Gesetze die Koeffizienten zu bilden sind und 
erhalt fur v ~ 0 als eine Losung der Gleichung (l): 




oc 



z u *i\v. 


Wenn aber v nicht Null 1st, so muB a 0 gleich Null gesetzt 
werden; es folgt dann aus der zweiten Gleicliung unter (2), daB 
entweder v = 1 oder = 0 ist. Unter Annahme der ersten Alter- 
native folgt hier aus a Q = 0 ahnlich wie vorhin, daB samtliche 
Koeffizienten a mit geradem Index verschwinden, und aus den 
Gleichungen: 

(A 2 — 1 )a x + 2 = 0 

oder 

0*2. — 2 

'~ h = _ T-imT+i)' 

ergibt sich: 


2*4: ■ 


(X'rj 


«1 _ 

2 . 4 ■ 6 • 4 . 6 ■ 8 


usw. 


Aucb hier erkennt man leiclit, nach welchem Gesetze die Koeffi- 
zienten gebildet sind, und man erhalt fur v = 1 als eine Losung 
von (1): 


y = 2 • a x 


2 


(-1)* 
A! (A +1)1 


X \ 2 ^ + 1 

27 


Wenn aber v weder Null noch 1 ist, so sind sowohl a Q wie 
gleich Null; versteht man unter n eine positive ganze Zahl und 
ist = w, so erkennt man leicht, daB alsdann alle Koeffizienten a, 
deren Index kleiner als n ist, verschwinden; daB a n unbestimmt 
bleibt, a Jr+1 , tf w+8 und alle iibrigen Koeffizienten, deren Index urn 
eine ungerade Zahl groBer als n ist, wieder verschwinden; daB 
dagegen alle diejenigen, deren Index um eine gerade Zahl grdBer 
als n ist, durch a n vdllig bestimmt sind; es wird: 


*n + % ' 


(n + 2) 2 — n- 


■ (2 n + 2) ’ 
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Die Losung wird in diesem Falle lauten: 


( 3 ) 


y~ a ‘n* n '^ 1 

0 


(r-lj 1 
Xl(n + X)i 



till 

X!(n + X)< 


(ir 


Man siebt sofort, da£ die beiden vorigen Spezialfalle in dieser 
Gleichung mit enthalten sind. 

Wenn aber v keine ganze Zahl 1st, so mussen alle Koeffi- 
zienten versebwinden, damit (2) bestehen kann, d. h. aufier der 
trivialen Losung y = 0 gibt es keine durcb eine Potenzreibe dar- 
stellbare Losung von (l). Die Form der Losung unter (3) fuhrfc 
aber zu der Vermutung, daB eine L5sung sicb darbieten konnte 
in der Form eines Produktes von x v mit einer Potenzreibe, d, b. 
in der Form: 

V = ^b x x l = Sb x x v +\ 


Dasselbe Verfahren wie oben fiibrt bier zu dem Ergebnis, da£ die 
Koeffizienten b x zu bestimmen sind durcb das Gleichungssystem: 


(4) 


j (2v + 1)6 1 = 0 

} k(2v 4“ “f" ^ 0 (2 as 2, Z . . .)' 


Man sieht hieraus, da£ \ und daber alle Koeffizienten b mit 
ungeradem Index verschwinden, fur die ubrigen ergibt sicb: 


2(2y + 2)’ 




2-4.(2y + 2) (2^ + 4) 


usw. 


Das Gesetz, nacb dem die Koeffizienten fortschreiten, ist leieht 
zu erkennen, und man erhalt: 


(0 


y 



(—if 

x>(v + i)(v + s)---(v+x) 


d)' + ” 


Mit Benutzung der Funktion U lafit sicb das im Nenner von 
(5) auftretende Produkt einfacber schreiben. Es ist nach 1. (13): 

0 + 1) 0 + 2) • • ■ (v + X) = — g*- 5 -- . 

Hiermit gebt (5) liber in: 




Beihenentwicklung. 
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(6) t/ ,rn(,)i,2;(-i)‘ m ^ rl _ lr (f) ,t ’‘. 

0 

Die durch (6) gegebene Funktion ist eine Losung der allge- 
meinen Besselschen Differentialgleicbung. Da die reclite Seite 
von (l) Null ist, so erkennt man leicbt, dab aus jeder Losung y 
eine neue Losung entstebt, wenn man y mit einer beliebigen, von 
x unabhangigen Zabl multipliziert. Aus diesem Grrunde ist aucb: 


(7) 


J v\ x ) £ mn(v+x) 


GY 


= f 1 _ 
rnv \ 


2-(2v + 2) 1 2-4-(2r + 2)(2v + 4) 

eine Losung von (l); die bierdurcb erklarte Funktion J v (x) heiBt 
die Besselsche Funktion vter Ordnung von %’, es wird x das 
Argument und v der Parameter oder Index der Funktion ge- 
nannt. In vielen Schriften wird der Parameter oben an das Funk- 
tionszeichen gesetzt: J v (s c), docli ist hier die Stellung unten ge- 
w&hlt, um den oberen Platz fur Potenzerhebungen und fur die Ab- 
leitungszeiehen zur Verfligung zu baben. Die Ableitung nacb dem 

Argument soil namlicb gewohnlicb durch die zweite 

durcb J v "(x) usw, bezeichnet werden; eine etwaige Differentiation 
nacb dem Parameter wird dagegen stets in der Bruchform 
gescbrieben werden. 

Als Spezialfalle von (7) ergeben sich: 


x z 


+ 


x* 


X* 


2-2 1 2 • 4 • 2 < 4 


2 * 4 • 6 • 2 * 4 • 6 


(»-r 


x i . x 4 
4 + 2-4-4 * 6 ' 


sr 


(7a) J 0 (x) - 

(7b) Jyip) — 2lJ . 24 i 2 ■ 4 • 4 ■ 6 2 ■ 4 • 6 • 4 • 6 • 

Die Erklarungsgleicbung laBt sicb aucb scbreiben: 

( 8 ) J r {2yx)' 

und im speziellen: 


+ 




,r, V 

-\ x ' Zj mn(v + 1) 

0 


(8a) J Q ( 2 1/£) = 1 - 


x x 2 
'm! + 2!2! 


_ * . + . 

B!5!^ 
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I. Die Besselsehen Fanktionen erster Art. 


( 8 b) J 1 (2-\/x)=yx 


syi yiZ ,y %0 

* _ _L L . 

t * o i ft ! a ! A t • 


1! 2! 


Durch die bisherigen Untersuchungen ist nur gezeigt worden, 
daB die durch (7) erklarte Funktion formal der Besselsehen 
Differentialgleichung geniigt; es ist nnn aber noch zu beweisen, 
daB, beziehungsweise fur welche Werte des Arguments, die in (7) 
auftretende Reihe konvergent ist. Man yergleiche mit (7) die fur 
alle endlichen Werte von x konvergente Reihe: 

A.S ,-yi 4 /v >6 

e 4 = l 4- — — | - 1 T — u 

' 4 ' 2 ! 2 4 ‘ 3 I 2 6 ™*’' 7 


so erkennt man, daB ftir alle reellen Werte von x die einzelnen 
G-lieder unserer Reihe abgesehen vom Vorzeichen kleiner sind als 
die entsprechenden der letzten Exponent! alreihe, folglich wird unsere 
Reihe auch ftir alle reellen endlichen Werte des Arguments kon- 
vergent sein. 

Ist x komplex, so wahle man dafiir die bekannte Form: 
x = r (cos a + i sin a) . 

Setzt man diesen Wert in (7) ein und benutzt den Moivreschen 
Lehrsatz: 

(cos a + i sin a) n — cos na + i sin n a , 

( X \ v 

2 ) unsere Reihe: 



(- 1 y 


TL XIJ(v — j— A.) 


/x\*x_ ^7 (— l) ;l cos2Ao' /r\ 2 * 

It] ~ jZj nui(v+xf V 2 ] 


+ i 


* (— iy sin 2 A a 


TI A U (v — j— A) 



Die einzelnen Glieder dieser Reihen sind abgesehen vom Vor- 
zeichen noch kleiner als die entsprechenden von (7), wenn darin 
x mit r vertauscht wird, also sind auch die beiden letzten Reihen 
fur alle endlichen Werte von r und a konvergent. 

Demnach hat man den Satz: 

Die durch (7) gegebene Definition der Besselsehen 
Funktionen ist fiir alle endlichen, reellen oder kom- 
plexen Werte des Arguments gill tig. 



Konvergenzbeweis. 
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Speziell ergibt sicb: 

J,(0)-0, (y>0) und J 0 ( 0) = 1. 

Das Yerkalten der Funktion J fur ein unbegrenzt wacbsendes 
Argument wird spater ermittelt werden. Zur Bereelmung der 
Zablenwerte der Besselschen Funktionen laBt sich die Reihe (7) 
ihrer rascben Konvergenz wegeu wenigstens fur kleinere Werte 
des Arguments bequem gebrauchen. 

3. Die Besselschen Funktionen mit negativem Para- 
meter. In der Besselschen Differentialgleichung 2. (l) ebenso 
wie in dem Gleichungssystem 2. (2) zur Bestimmung der Koefi- 
zienten a tritt der Parameter v nur im Quadrate auf; in der Er~ 
klarungsgleichung 2. (7) der Besselschen Funktionen dagegen 
tritt er nichtquadratisch auf. Bei der Ableitung dieser Gleicliung 
wurde stills eh weigend v positiv vorausgesetzt; es ist dies jedoch 
nicht notwendig, und es soli jetzt der Fall eines negativen Para- 
meters ins Auge gefaBt werden. 

Bei der Ableitung der Gleichung 2. (7) aus der Ansatz- 
gleichung y = spielte das Yorzeichen yon v gar keine 

Rolle, und man erhillt daher die namliche Gleichung, wenn man 
annimmt, daB v negatiy ist. Um dies auBerlich zur Erseheinung 
zu bringen, soil jetzt — v an Stelle yon v gesetzt werden, man 
ei'hali alsdann: 

m J M = V . (£.)~ r + ai 

w e, -*w ^ nm(—v + i) \ 2 / 

Diese Funktion J__ v (x) ist eine Losung derselben Besselschen 
Differentialgleichung wie /„(#), da wie schon gesagt in der Diffe- 
rentialgleichung der Parameter nur quadratisch auftritt. Aber 
diese Losung J_ v ist yon J v — in Zukunft wird der Kurze 
wegon das Argument x h&ufig weggelassen wei’den — im allge- 
meinen wesentlich yerschieden* es laBt sich die eine nicht durch 
Multiplikation mit einer Konstanten in die andere uberfuhren. 
Man erkennt dies sofort daraus, daB in den Reihen fiir J v und 
J_ v ganz andere Potenzen auftreten, z. B. fiir v = kommen in 
c/j yor die Potenzen a?^, a? 2 ^, x 4 ^ 1 . . . , in <7. j, dagegen aT^, x 

oder auch daraus, daB fiir x = 0 die Funktion J v den 
Wert Null, J_ v dagegen den Wert Unendlich annimmt. Die 
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I. Die Besselschen Funktionen erster Art. 


Gleichung (l) ist die Erklarungsgleichung fur die 
Besselschen Funktionen mit negativem Parameter. 

Die Besselsche Differentialgleichung wird als eine lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung bezeichnet und 
zwar linear, weil die Funktion y und ihre Ableitungen nur im 
ersten Grade auftreten; homogen, weil die rechte Seite Null ist; 
und von der zweiten Ordnung, weil die Ableitungen bis zur zweiten 
Ordnung vorkommen. Yon einer solchen Differentialgleichung 
ist bekannt, dab sie stets nicht mehr und nicht weniger als zwei 
linear unabhangige Losungen y 1 und y 2 besitzt, d. h. Losungen, 
zwischen denen keine Gleichung von der Form 

C lVl + ** ^8 

besteht, worin c 2 , c 3 von x unabhangige GroJBen bedeuten. Jede 
andere Losung y s einer solchen Differentialgleichung muB aber 
die Form haben: 

y§ = 

Man sagt daher, daB der Ausdruck c t y x + c 2 y 2 die vollst&n- 
dige Losung oder das vollstandige Integral der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung sei. 

In unserem Falle ist also 


( 2 ) y = c t j v + c 2 j_„ 

das vollstandige Integral der Besselschen Differentialgleichung, 
wenn v keine ganze Zahl ist. 

Ist aber v eine ganze Zahl w, so sind die Funktionen J n und 
J mmft nicht linear unabhangig. N&mlich wegen 1. (13 b) verschwin- 
den die ersten wGlieder in (l), und es wird daher: 




_ V (- !) 




— n+ 22 


Til U(— n-+X) \2 


Setzt man nun — n + X^X' und fuhrt X r statt X als Summations- 
buchstaben ein, so folgt: 


^ (— i)» + *' /x\ n + 2 *' 
~ j£7l(n+X') fIX' \ 2 ) 

oder mit Weglassung des Striches: 



Das vollstimdige Integral der Differentialgleichnng. 
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a. k 

(3) 


(_ i> y^L~Jl-(±) n+>z 

v mn(n+x) \2/ 


Es sind die Besselschen Funktionen mit negativem, 
ganzzahligem Parameter abgesehen vom Vorzeichen 
gleich den Besselschen Funktionen mit demselben posi- 
tiven Parameter. 


4. Belationen zwischen den Besselschen Funktionen 
verschiedener Ordnnngen und ihren Ableitungen. Durch 
Differentiation der Erkl^rungsglei chung: 


nach x ergibt sicb: 

t' (A 1 ^ (~i)V+n) /tt\ 

w 2 .kk mn(v+x ) V 2 / 


v + 2 2 


i* 4- 2 1 


zerlegt man den Zahlerfaktor in die Snmmanden v + l und X, 
so folgt mit Benntzung von 1. (12): 




IVf. 


(- 1 / 


(-if 


i)" r n(i— i)i7(v+^) 


Iff) 


r 4-2 A- 


Dem Plnszeicben entsprechend zerlegt man die Snmme auf der 
recbten Seite in zwei Summen; setzt man ferner l an Stelle von 
l — 1 in der zweiten Snmme ; so findet man: 




v-l+g* 


■m 


(-1 f 


-/ nxn(v-j-i+i) 


(t) 


v-j-1 4-2A 


Der erste Summand der zweiten Summe fallt wegen der Gleichung 
5 = o fort, so daft die zweite Snmme auch mit dem Werte 

1=0 beginnt. Dann erkennt man, daft die erste Summe wieder 
eine Besselsche Funktion aber von der Ordnung v — 1 , die zweite 
eine solche von der Ordnung v+ 1 darstellt*, demnach ergibt sich: 

a) 
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I. Die Besselseben Fnnktionen erster Art. 


Diese Gleichung ist fur alle Werte des Parameters giiltig; ist im 
speziellen v — 0, so folgt in Verbindung mit 3. (3): 

(la) J 0 ' = — J+ 

eine Gleichung, die natiirlich auch leicht direkt aus 2. (7 a) und 
(7 b) abgeleitet werden kann. 

Aus (l) geht kervor, daB die Differenz zweier Besselschen 
Funktionen, deren Indices sieh um 2 unterscheiden , sick in ein- 
facherWeise ausdrucken laBt; es ist die Frage, ob auch dieSumme 
ein ahnliches einfaches Ergebnis liefert. Es ist: 


_L t — ( .jj. ( _£L\ 

n- nxn(v+i—i)\2/ 


v-fSX — 1 


+ y 

^ mn(v+i+x) \2/ 


r+2A + l 


Setzt man in der zweiten Summe 1 + 1 —l\ so erhalt man: 


J 


v — l 


+ ^r + 1 



(— 1)* /ai\ , ' + 2;l ~ 1 

nin(?—i+ij\ 2 ) 

(-if- 1 /JC\ r + 2A '- 1 

n(r—i)n(v+Y) \a ) 


Da man die untere Grenze der zweiten Summe nacli 1. (13 b) auf 
0 herabsetzen kann, so erhalt man mit Weglassung des Striehes 




(-ir 


mn( v—i+i) 

(- i) z 


n(i—i)n(v+i) 


i+i >1 (t) 


v-M* — 1 


Oder mit Benutzung von 1. (12): 






Mx) 


v + 2X — 1 



00 



( -1)* 

m Yi(v+i) 



V + 2A — 1 





oder: 

( 2 ) 


Rekursionsformeln. 


17 


2v 

x 


= 




Aucb diese Gleicbung ist fur alle positiven oder negativen 
Werte des Parameters gultig, und sie heifit die Rekursions- 
formel der Besselscken Funktionen. 

Aus den beiden Fundamentalformeln (l) und (2) kann eine 
groBe Zahl anderer Formeln abgeleitet werden; so erbalt man 
durcb Addition beziebungsweise Subtraktion aus ihnen: 


( 3 ) 

(4) 


J v + J v \ 


J 


J'. 


'*+ 1_ a; ' 

Setzt man in (2) v + 1 an Stelle von v, so wird: 

% ~b t) j J A- J 

eliminiert man aus (2) und dieser Gleiehung J r + 1 , so ergibt sich: 


( 5 ) 


r _ / 4 y ( y + 1 ) ■, 1 t 

d v + 2 ~~ [ ~ x i 1 j 


2Q + 1) 


Ersetzt man liierin wieder v durcb v -f- 1 , so erlialt man die Funktion 
J v+S durcb die beiden Funktionen und J v ausgedruckt; sub- 
stituiert man alsdann J v+1 vermittelst (2) durcb J v und J v _ l7 
so erbalt man scblieBlicb J‘ r+8 ,ebenfalls durcb J v und J v _ 1 aus- 
gedruckt. F&brt man in dieser Weise fort, so siebt man, daB sicb 
jede Funktion J v+pl worin p eine positive ganze Zalil bedeutet, 
durcb die beiden Funktionen J v und J v _ 1 ausdriicken l&Bt. Durcb 
•Induktion wird man so zu der Form el gefiibrt: 


( 6 ) 



Y ( -i y — X)II(v 4 - ff — X — l) / 2 \p— si 

J mn(p—ix)n(v+i—i}\xj 

v 2T(1>— x— i)/T(y+jp — a,— 1) (I y-M-i 
l” 1 ) mn(p—n-~i)n(v+%) w 

0 


Die Summen auf der recbten Seite brecben von selbst wegen des 
Nennerfaktors Il(p — 2l) resp. II (p — 21 — l) fur X = -f- oder' 

p —l z 

* ~ 2 - ab, je nacbdem p gerade oder ungerade ist. 

Schaflioitlin, Die Besaelschon Punktiouon. 2 
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I. Die Besselschen Funktionen erster Art. 


Um (6) zu beweisen, nebme man an, daB die Formel fur einen 
bestimmten Wert von p richtig ist, und zeige, daB sie alsdann auch 
fiir p + 1 richtig bleibt. Man setze zu dem Ende i/-f 1 an Stelle 
yon v in (6), dann erhalt man: 

_ "V/ y. n(p — i) n(v+p —x) / -i y— 2; - 

°r+ P + 1 d v+i^K 1 > mn(p—2X)n(v+i)\x] 

_ T sy, ° v n(p—i- t)n(r+p-i) /s\p-«-i 
x ) nxn{p—2x—i)ii(v+x+i)\xj 


Nack (2) ist: 




-1 ) 


setzt man diesen Wert in die letzte Gleichung ein, so wird: 

r = r Vf iy vn(p-i)n< k 9+ p-x) /t\r- ai + l 
J r+ P +i J mn(j>— < ix)ii(v+i)\x) 

_ t V r lVt n(p-i-t)n(v+p-x) (sy-n-i 
' mii(p—n—i)n(v+x+ij\x) 

_ j 'V/ lV g(g-*)IT (» +l»-*) / Z\ P ~ U 
mn(p- n)n(v+X)\xj 


Ersetzt man in der zweiten Snmme l durch l' — 1 , so geht sie 
hber in: 


V / — k)H(v~^-p — X -)-l) 

x ) n(x'--i)n(p~2V~+i)n(v+x') 


2 \ p — 2X r + 1 


Wegen des Nennerfaktors 17(1/ — 1) kann hierin Null als untere 
Grenze gewahlt werden; lafit man ferner den Strich bei Xf w eg, 
so lassen sich die beiden Glieder mit dem Paktor J v folgender- 
maBen znsammenfassen: 


T V/ IV _.n(p-x)niv_±p-%) ,zy ~ n+1 

V ^ K J nx ii(p—n+ 1 ) n(v+i) \ x ) 


X 


{v(>-2A + l) + (v+j>-*+l)A). 


* * Die geschweifte Klammer ist (p — k + l) (v + A); hiermit geht 
der Ausdruck uber in: 


T Y (- 1 V n(p-x+ i)n(v+p -X) /ay -* 2 + \ 

v J nxn(p—2x+i)n(v+x—i)\x) ’ 



V ersckiedene Reknrsionsformeln. 
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somit erhalt man: 


J 


r+j»+l 


T Vf_iy n(p-i+ i) n(v+p- x) 

x ) mn(p—zi+i)n(v+i— i) 



J3-2A + 1 



TI{p— X)JT(»+JP — l) 

mn(p—2X)n(v+i) 



und dies ist nichts anderes als (6), wen n man darin p + 1 an 
Stelle von p setzt. Da nun (6) fur p = 1 und 2 in die Glei- 
ckungen (2) und (5) iibergekt, so ist (6) fur alle ganzen Werte 
von p ricktig. 

Auf aknlicke Weise findet man die Gleicliung: 


( 7 ) 


J 


v—p 


J. 


.y n{p—i)n{v— i) 

^ ; mn(p~ 2X)n(r—p+i) 



t V r i v- n(p-z-i)n(v- i-i) /ay 
d v+i 1 ) mn{p—zx-~i)n(v—p+i)\xj 


2A-1 


Aus den Fonneln (6) und (7) sieht man, daB zwiscken drei be- 
liebigen Besselscken Funktionen, deren Indices sick um ganze 
Zablen unterscbeiden, eine lineare Delation besteht, deren Koeffi- 
zienten ganze Funktionen des Arguments sind. Aus den Glei- 
chungen (B) und (4) und der Besselscken Differ entialgleickung er- 
kennt man, daB statt der Besselscken Funktionen auck ikre ersten 
oder kokeren Ableitungen in diese Relationen eintreten konnen. 

Nock in anderer Art lassen sick aus den Grundformeln (1) 
und (2) allgemeinere Gleickungen ableiten. 

Aus (2) folgt: 


r _ 2 ( y “ h 1) r r 

J v~ ~~~ r + t/ v + 2- 


Durck Anwendung dieser Gleickung auf sick selbst erh&lt man: 

j, = (v + 1) (v + 2) (}) V„ +l - 2 (v + 2) -J- J r+t + J v+i 

= (v+l)(v + 2)(v+3)(|)V v+s -3(v+2)(v + 3 )(|)V r+4 
+ 3(v+3 )l/ v+6 _/„ +6 . 


Yon diesen Gleickungen wird man durck Induktion zu der Formel 
gefukrt: 


2 
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I. Die Besselschen Funktionen erster Art. 


T y f lY npn(v +p) / %\p~ l 
d v~~ v -v mn(p—x)n(v+i)\x/ 


mn(p—X)n(v+i)\x/ ”v+p+i> 

deren Eicktigkeit man durch das bei (6) angewendete Yerfahren 
sehr leicht bestlitigen kann. 

Die Formel kann auck geschrieben werden: 

o \P-Z 


( 8 ) 


P 

V, 




p 

•2 

0 




np n v / 2 v 

iv—p + X) \ js ) 


ii i> it (jp — %) n [v — -p — j— V) 

U p TIv 


v + X 


mn(p—x)n(v—i ) 1 

Aus (l) folgt durch Differentiation: 

/; +1) 

und wendet man hierauf (l) an: 

Durcli mehrfache Wiederholung dieses Yerfahrens findet man: 
2 3 J':= jr y _ t - 3 J v _ x + SJ V+1 - J v+S , 

2 V'»W r _ 4 - 4J- v _ 3 + 6 4 J v+2 + J v+i 
und hieraus durch Induktion: 


( 9 ) 


2 p 


dPJ v 


p 


(-iy 


np 


cix? j2j k mn(p— yT-p+sx’’ 


es ist wieder sehr leicht, die Eicktigkeit dieser Gleickung zu be- 
weisen. 


5. Transformation der Besselschen Differentialgleichung. 

Es l&Bt sick zeigen, daB das Produkt einer beliebigen Losung 
einer homogenen linearen Differentialgleichung n- ter Ordnung 
und einer Losung einer ebensolchen Differentialgleichung erster 
Ordnung wieder eine Losung einer Differentialgleichung w-ter 
Ordnung ist. Wir wollen die Eichtigkeit dieses Satzes f&r den 
speziellen Fall, der uns beschaftigt, nachweisen. 

Es sei y eine Losung der Besselschen Differentialgleichung; 
ferner sei cp eine Losung der Differentialgleichung erster Ordnung 

(!) <P'0) =P- 
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Transformation der Differentialgleichung. 


wo p eine willkiirlicbe Funktion yon x sei; dann wird bebauptet, 
daB z — cp'ij einer Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigt. 
Durcb Differentiation folgt aus: 

(2) s = <py, 

<py + yy 

oder yermoge (l): 

( 3 ) z = y(y +py), 

ebenso: 

*" = y{y" +: py'+p'y) + y' (j/'+py), 

( 4 ) z" = <p{ y" + 2pij + (/ + f)y ) . 

Multipliziert man (2), (3) und (4) mit yorlaufig nocb unbe- 
stimmten Koeffizienten a Q , a x und a 2? so folgt: 

^ | «**" + %/ + a 0 s 

1 = 93 { a 2 y"+ (2j pa 2 + %)/+ (pa 2 +p 2 a 2 +pa 1 -f a 0 )y } . 
Setzt man nun: 

j a 2 = x 2 , 

(6) 2 pa 2 + a t = x, 

I y«s +_P 2 « 2 +P a i + a 0 = — A 

so wird, wie ein Yergleicb mit der Besselscben Differential- 
gleicbung lehrt, die rechte Seite in (5) Null; setzt man die aus 

(6) folgenden Werte der Koeffizienten in (5) ein, so ergibt sich: 

(7) j?V' + (x — 2p.r 2 )/-f {# 2 — v 2 + (jt) 2 — j p)x 2 — px}z = 0. 
W&blt man nun j? = — so verschwindet bierin das Glied 

mit /; aus (l) folgt bei dieser Annabme cp — Y%, und es gebt 

(7) liber in die Gleicbung: 

(8) x % z” + { x 2 — (y 2 — £) } g = 0, 
deren allgemeines Integral demnacb lautet: 

(9) z = cj/x J r (x) + c 2 Y% 
sobald v keine ganze Zabl ist. 

Dividiert man (8) durcb x 2 so erkennt man, daB fur unend- 
lieb grofie Werte yon x die Gleicbung (8) libergebt in /'+ jz = 0, 
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I. Die Besselschen Funktionen erater Art. 


deren allgeroeines Integral asin# -(- &cos# ist. Aus (9) folgt da- 
her, daB far sehr groBe Werte von x die Funktionen J v und J_ v 
sick asymptotisch den Werten: 

-Asm# + 7? cos# 
y~x 5 

Osin# + Dcosx 

y# 

nahern, wo A, J5, C und D Konstanten sind, die spater ermittelt 
werden; ist x im speziellen reell, so konvergieren beide 
Funktionen gegen Null. 

Setzt man andererseits p gleick einer Konstanten a , so erkS.lt 
man aus (l) cp = e ax und aus (7) die Gleickung: 

(11) x V' +• #(1 — 2ax)/ + {.r s (l + a 2 ) — ax — v^)z = 0, 
deren allgemeines Integral lautet: 

2 = c y e ax J v {x) + V 0 * /_,(*); 

und waklt man im speziellen a 2 =* — 1, d. k. a =» + /, so folgt: 

(12) x?z" + x(l T2i#)s' — (±ix + v 2 )$ = 0 
mit dem allgemeinen Integral: 

( 13 ) ^ = c x e,-'*J v {x) + e 3 e~‘ r J_ v (a.'). 

Auf diese letzte Gleichung i werden wir in der niicksten 
Nummer wieder gefukrt werden. 

6. Xiosung der Besselschen Differentialgleichung durch 
bestimmte Integrate. H&ufig fiikren physikalische Problem© 
auf ein bestimmtes Integral, dessen Ermittelung erleicktert wil’d, 
wenn man weiB, daB es einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
geniigt. Dies ist immer der Fall, wenn der Integrand das Pro- 
dukt der Losungen zweier Differentialgleickungen erster Ordnung 
ist. Es soil jetzt gezeigt werden, in welcken Fallen man kierbei 
auf Besselscke Funktionen gefukrt wird. 

Es seien cp und ip Losungen der Gleichungen: 

v ^fT + P)<p( v ) = °> 

v{v — l) + (yv — 8) Tf>0) = 0, 



( 1 ) 

( 2 ) 
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Ableitung eines Integrals fur J v . 


so suche man 

die Konstanten a, /3, y und S so zu bestimmen, daB 

(3) 

b 

z(x) = y(vx) xp('v) dv 

a 

auf Besselsche .Funktionen fuhrt. Aus (l) folgt: 

( 4 ) 

& 

1 

s 

II 

o 

Ferner ist: 

t 

d cp (v x) dy(yx) 

dx 1 d(yx ) ’ 

dy(vx) m dcp(yx) 

dv ~~ X d(vx) 1 

also: 


dcp dcp 

x , = v j - • 

dx dv 

Mit Hilfe dieser Beziehung folgt aus (3): 

(5) 

xe ' = J v 


a 


durch partielle Integration nnd Benutzung von (2) erhalt man 
aus (5): 

h 



a 

h 


(6) xz r — [~r y(vx)ij;(v)J + J y (vx) ip (v ) ~ ^ dv. 


Durch nochmalige Differentiation und nachherige Multipli- 
kation mit x ergibt sich aus (6): 


o ft i r 

X*Z + X0 




b 

a 


b 



(1 — y)v — (1 — <J) 


dv . 


CO 


X — v 
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I. Die Besselsehen Bunktionen erster Art. 


Multipliziert man (7) und (5) mit vorlaufig nnbestimmten 
Koeffizienten % nnd A und addiert, so wird: 


% X V' +* (x + A) XZ = OC jjtf 2 Tp (v) a 


( 8 ) 


+/• 


dcp(vx) 

dv 


v(») 


(x — icy — A) — (% — otc 


1 — v 


dt? . 


Ahnlich folgt aus (6) und (3): 

ft, a 1 / + ^ 9 ('£> a:) ip (i?)J 

(9) r , V . V in. — ii v — n'WJ — (jA — 5“ — pi 


+ j <p(px)Tp(l))-~ — 




Bestimmt man nun die Koeffizienten % bis ^ durch die Glei- 
chungen: 

%(l — y) — A — 0, 

% (d — l) A = 1 , 
f*(l —y) — Q = ctx, 
fi(l — 6) — q — jS 


und addiert (8) und (9), so fallt wegen (4) das Integral fort 
Aus dem obigen Gleicbungssystem folgt: 


K = 



A 


1 — y ax — § 

d- / ~ d-y 5 


( 10 ) 


9 “ ~8-y 

Somit ergibt sicb: 

xV' + (ax + 2 — 0 — y)x/-f {a(l — J) X — /S(l — y ) } 2 


_[ V + ( aX “ P )^*) } 


Die linke Seite dieser Gleichung stimmt mit der yon 5. (12) 
uberein, wenn man setzt: 


a — T 2 J ; d == 4" j (3 = v* y ~ 1 — v. 



Ein Integral fur J v . 
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Bei dieser Annahme ergibt sich aus (l) und (2): 

r — 4- 

(11) 9 (t,)- e ± *(») - -~^- L * 

'Die rechte Seite von (10) verwandelt sich mit Hilfe von (4) 
in ^cex v(l — v) <p(vx) ip(v) J , also wegen (11) in: 

=F 2ia: r+1 [v’' + -(l — v)" e± 2i ”]‘ . 

Nimmt man v > — \ an nnd setzt a = 0 nnd 5 = 1, so 
sieht man, daB die rechte Seite verschwindet und (10) vollig mit 
5. (12) iibereinstimmt, und ans (3) und 5. (13) ergibt sich: 

l 

Cl c±^J r (j) + W± ix J_ r (x) = x" j‘ \v-vS) r ~*e± 2i ° x av. 

0 

Wahlt man u*= 1 — 2v als neue Integrationsvariable, so wird 

+ 1 

i\e± ix J r (x) + v±"7_,(») = (1 

-1 

oder 

+ 1 

CyTM + */.,(*) = 

-1 

Da die rechte Seite dieser Gleichung fur = 0 verschwindet, 
so muB nach 3. der Faktor % gleich Null gesetzt werden. Da 
bei der Exponentialfunktion beide Vorzeichen gew&hlt werden 
konnen, so findet man: 

+ 1 

+ 1 

~i 
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demnach durch Addition: 

t 1 

(12) c"J v (x) = /(l — cosxudu. 

-1 

Dividiert man diese Gleichung durck x v und setzt alsdann x = 0, 
so findet man vermoge 2. (7) und 1. (29): 

+ ^ 

Vnl = '?^ :T e /(i ~ u 

-1 

Wendet man anf den Bruch 1. (18) an, so geht er iiber in: 




■ i) 


und man erhiilt: 


Hiermit wird (12): 


JJ(y — ±)Yai 
2 2v-l nv 5 


+ 1 

j ;(*) = ~-r — f (i -«*)'-* 

lW z v n(v — 4) J v J 


a3) 


costfwciw, 


2 57 

]/^ 2 v n(v — $) 


- — 

l ; — 4V J 


f COS 57 W clu. 


Setzt man hierin w = cos go, so wird: 

jt 

1 X V C r 

Jjx) = : — - / cos (a; cos ©) sin 2v to (ZcO, 

' T/^r 2 v jr('v — 4-)-/ 


(14) 


2 ^ /* / N • Oj, 

= —r- ~~ I COS (57 COS Ct>) Sill v 

y# 2 v n(v — \y' K 


)d CD. 


Durch diese Formeln hat man eine einfache Integraldar- 
stellung der Besselschen Funktionen gewonnen, die gultig 
ist, sobald der Parameter v > — -J- ist. Umgekehrt ist es sehr 
leicht, aus (14) die Reihenentwicklung 2. (7) abzuleiten. 

7. Der Parameter ist die Halfte einer ungeraden ganzen 
Z&hl' Ein wichtiger spezieller Fall tritt ein, wenn in 6. (13) 
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Wert von J n + ^. 


v = i- gesetzt wird. Alsdann laBt sich die Integration ausfuhren, 
nnd man erhalt: 


( 1 ) 



sin x. 


Hieraus folgt durcli Differentiation: 


( 2 ) 



2% cos x — sin x 
2x . 


Aus 4. (3) erhalt man daher: 

o) j_4.o) = yl x - c ° sx - 


Bedeutet n eine positive ganze Zahl, and setzt man in 4. (6) 
p = n and v — ■£, so ergibt sich mit den Gleichangen (l) und (3): 

( 4 ) ^ » + k(x) 

. l/A sin * Vr- iv /AV" 2 * 

o 

i/A cos,, 

K tt# cos ^^ l J-J mn(n~ 2 X — 1 ) 11(1 + 1 -) \x) 

0 


Da in dieser Formel die Snrnmen far I = oder von 

selbst abbrechen, so erkenntman: Die Besselschen Fnnktionen, 
deren Parameter die Halften ungerader ganzer Zahlen 
sind, enthalten keine hoheren Transzendenten als trigo- 
nometrische Funktionen. 

Um die Bildungsweise der in (4) aaftretenden Summen besser 
erkennen zu kdnnen, ist es zweckmiiJBig, die beiden Falle eines ge- 
raden and ungeraden n zu anterscheiden and alsdann in den 
Summen die Sammationsordnung umzakehren. Man erhalt dann: 


( 5 ) 




0 

-V^ coax 2(- i y 


n( k n+l)n(n+l— j) /2\-’* 
nzxiiln— l) ii{n— i— i) U / 

n(n + X — l)IKn+l— I) /2\**-i 
11(21—1) II(n —X) li(n —1+ $) l x ) 
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und: 

( 6 ) 

- l/I sin . V (- lY g(«+*+*) ”(«+*+* ) m 2; - 

' 0 

~ l/A C0SiC v r _ iy _ . ^+*+iL. /iy ; - 

0 

oder ausfiihrlicber geschrieben: 

= ~\f — sin a: { : 

f [ 


+ 1 


n (w-f- l)(4w 2 — 1) 
2! x 1 


(n— l)n(w + l)(w + 2)(4w 2 — l)(4^ 2 — 0) 


+ 


1 / 2 f w (2 n - 

1/ COS £C 

r 7cic la? 


4! ic 4 


+ 1) w(w 2 — l)(4n 2 — 1) (2 n + 3 ) 


3! £C S 


— 1 )(n 2 — 4) (4 n 2 — l)(4w 2 — 9) (2n + 5) 

~~ 5TS* 


— •) 


+■■■) 


und: 


-j/IT . f(w+l)(2n + l) n(n-\- l)(w+2)(4« 2 — l)(2n_-j-3) 

”* V nx l x 


x 3!# 8 

i — 1) ri’" (w-j-3) (4n 2 — l)(4>i 2 — 9) (2n-|-6) 

— 6 - - — 


•i 


- V- cos * ( 1 - !<!+ !M?I±iK!i+J) 

r sra? l 2! # 2 


+ 


(» — 1) n (n -f- 1) (n + 2) (4 w 2 — 1) (2 w -f 3 ) ( 2 M + &) 


L! .7: 4 


Aus diesen Formeln erkennt man, dafi fur sebr groBe reelle 
Werte des Arguments die Funktionen den Werten 
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■ (- !)" ^ , + *(*) - *» 


sich nahern. Wie man sich leicht xiberzeugt, lassen sich beide 
Forxneln zusammenfassen in: 


( 7 ) sin (* - T n ) (* “ °°) • • 

Fur diese speziellen Werte des Parameters 1st somit die in 5. 
erw&hnte Konstantenbestimmnng erreicbt, 

8, Der Parameter ist eine ganze Zahl. Die Definition, von 
der Bessel bei seinen Untersucbungen ausgegangen ist, lautet: 

n 

(1) J n { x ) = “ f cos (x sin oo — nco) d co . 


Das Integral stellt indessen nur dann eine Besselsebe Funktion 
dar, wenn der Parameter eine ganze Zahl ist. 

Die Richtigkeit von (l) ist leicht zu beweisen. Durcb Diffe- 
rentiation folgt n’amlich: 


7t 

2 J n r (%) — — ■— J * sin (x sin go — n co) sin co d co 


o 

7t 


” j {cos [ x sin co — (n — l) co] 

1 — cos [x sin oo — (n + l) co] } d co 

1 l( X ) Jn + l(?)l 


d. h. die Formel 4. (l); ancb der Spezialfall 4. (la): 

/<>'(*) - J x (x) 

ist leicht als richtig nachznweisen. 
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Ferner folgt aus (l): 

J n -l(x)+J n + 1 (») 

71 

= sos (a? sin co — w co) cos co co 

0 

= — / cos Gc sin co — wa)a; cos oo <#oo 

0 7 . 

2l 2 l 

== — J" (a?) + • " ■ I cos (# sin oo — n co) (x cos co — n)dco. 

X 7t OS f J ' ' ' 

0 

Der letzte Integrand ist aber das vollst&ndige Differential von 
sin (a? sin co — nco), und dies er Aus druck verscliwindet an beiden 
Integrationsgrenzen, sobald n eine ganze Zabl ist; bieraus folgt 
dann die Giiltigkeit von 4. (2) fur die durch das obige Integral 
definierten Funktionen. Da nun alle Besselschen Funktionen, 
deren Parameter sich um ganze Zahlen unterscbeiden , aus einer 
von ihnen und deren ersten Ableitung sich eindeutig bestimmen 
lassen mit Hilfe der Formeln 4. (l) und (2) bzw. mit Hilfe der 
daraus abgeleiteten 4. (3) und (4), und da im speziellen alle 
Funktionen mit ganzzahligem Parameter mit Hilfe dieser Formeln 
aus JqO) sich ableiten lassen, so erkennt man, da6 das Integral 
(l) tatsachlich die Besselsche Funktion J n (x) darstellt; denn die 
Giiltigkeit dieser Gleichung fur J 0 (x) ergibt sich aus 6. (14). 
Nach jener Gleichung und 1. (14) ist: 


( 2 ) 


(3) 


2 /* 

/ 0 (pc) = — / cos {pc cos oo) dco . 

0 

Setzt man hierin ™ — oo an Stelle von co, so folgt: 

7t 

sf 

J 0 (oo) = ~ J* cos (x sin oo) dco 
o 

7 1 

— ~~ 208 (pc sin co) d oo , 

o 

und dies ist die Definitionsgleichung (l) fur n = 0. 
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Ein anderes Integral fur J v . 


9. Eine neue Form fur J v , Man kennt noch mehrere andere 
Integralformen fur die Besselschen Funktionen. Interessant ist 
eine Formel, in der unter dem Integralzeichen selbst 
wieder Besselsche Funktionen auftreten. 

Sie lautet: 

1 

a) jjx) = (|-)’ 11 t) Ju* (i -uy-v - 1 j ft fey u) du , 


unter der Yoraussetzung, daB ft > — 1 und v > ft ist. Die 
Richtigkeit von (l) laBt sich leieht zeigen; man entwickele nam- 
licli J {xYu) nacli 2. (7) in eine Reihe, dann wird: 


w-(r ^ 


yc-iy-Sl 



Das hier auftretende Integral ist nacli 1. (29): 

27 (fir-)- X) TI(y — ft — 1) 
m?+i) ’ 


nach Einsetzung dieses Wertes erhalt man: 


• j v<» = (y)’ 

x = o 


(f)“ 

m n(v+x) ’ 


und dies ist gerade die Definitionsgleichung in 2. (7). 

Es l&Bt sich (l) umformen in: 

l 

( 2 ) uf‘ +1 ( 1 - u2 ) r ~ f ‘~ ljr f X Xu ) du - 

0 

(v > > — 1) 

Setzt man hierin fi== so ergibt sich vermdge 7. (3) die 
Glei chung 6. (13). 
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II. Die Besselschen Funktionen zweiter Art. 


Setzt man v und ^ = 0, so findet man durck 7. (l); 
1 

^ — sin x = l/— f — -1=7- J 0 (xti) du 
nx } * J ov 


oder: 


i 

(3) “ = f ~~-=J’ 0 (tcu)du = I ' sin <aJ 9 (x sin a) i 


II. Absehnitt. 

Die Besselschen Funktionen zweiter Art mid 
semikonvergente Reihen. 

10. Andere Integrallosungen der Besselschen Diffe- 
ren.tialgleichu.ng. In 6. wurde gezeigt, daB das Integral 

6 

s(x) = x v f (v — v 2 ) r ~^ e^ 2ivx dv 

a 

eine Losung der Differentialgleicbung 5. (12) ist, deren all- 
gem eines Integral 

e± ix (c x I v (x) + c 2 J_ v (x)) 

lautet, wenn die rechte Seite der Gleichung 6. (10) Null ist, und 
dies ist der Fall, wenn der Ausdruek 

fiir v = a und v = 1) versckwindet. Die Nullstellen dieses Aus- 
drucks sind aber fur v> — \ nicht nur 0 und 1, wie dort benutzt 
wurde, sondern wegen des dritten Faktors auch v — ^ i oo , voraus- 
gesetzt, daB x eine reelle positive Zahl oder genauer eine kom- 
plexe Zahl ist, deren reeller Bestandteil positiv ist. Setzt man 
daher: 

+ 1 00 

y v = e~ ix x v {v — v 2 ) v ~^e +2ivx dv 1 
o 

so isty r eine Losung der Besselschen Differentialgleicbung 2. (1); 
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wablt man bierin a = — iv als neue Integrationsvariable , so er- 
gibt sich: 


V v = 


r ix f*{ '(iu— ru 2 ) v - e~ 2ux i 


du 


v i v + 2 e~" ix J * \ [m — iu 2 ) v ^ e~~ 2 ux du. 


Nun 1st: 

dalier wird: 


% = e 


_ / __ 2 v-H \ 

(l) y v ~x v e V 4 / / (« — iu 2 y~^ e~ 2ux du. 

o 

Ganz entspreebend ergibt sich dureb das andere Vorzeicben 
yon £ eine zweite Losung: 


(2) y v ^x v e 


+ i 


/ 2 v + 1 \ 

r 4 *) j(u + iu*y-± 


*e~* ux du. 


Beide Integrale baben einen endlicben Wert, wie scbon er- 
wabnt wurde ; wenn v > — \ und x > 0 ist. 

Es wird nun zu untersucben sein, in welcber Beziebung diese 
beiden Losungen der Besselscben Differentialgleicbung zu den 
Funktionen J v und J_ v steben; es soli zun^cbst gepriift werden, 
ob y v und y v den in 4. entwickelten Relationen gemigen. 

Aus 

(S) _ j iv 

0 

ergibt sicb dureb partielle Integration: 

2v + 1 , \“|oo 

VlX I 7 t) 

4 


du . 


9r~~ ~ 2 ^[( m — 

+ 1 £ i /c*-« 


Sohaflieitlin, Die Besselscheu Funktionen. 
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IL Die Besselschen Funktionen zweiter Art. 


Der Ausdruck vor dem Integralzeichen nimmt an der unteren 
Grenze den Wert Null an, sobald v > ^ ist, wahrend er an der 

^2r — 1 ^ - 

oberen Grenze in der Form • « — — auftritt; nacb bekannter 

ux oo 

Methode ergibt sicb Null als wahrer Wert dieses Bruch es. Dem- 
nach folgt fur v > 

/ 3 / *2 t + 1 . \ 

(ii — i u 2 ) -(1 -2iu)e \ 4 Uu. 


Zieht man aus der zweiten Klammer den Faktor —i = e 2 
heraus und vereinigt ihn mit dem Exponentialfaktor, so wird: 

/ s / ft . 2 r-l . \ 

(u-iu-) “(2 w + *)e V 

0 

Burch Differentiation yon (3) erkennt man, dafi das letzte 
Integral den Wert — <P v ~i besitzt, so dafi man erh&lt: 

2v — 1 , 

und wenn man von cp wieder zu y iibergeht: 


%v — 1 ( v — x 


, = *i+±\i v __ w '\ 

r + l 4 ( # Jv J 


K-l} 


Setzt man 


(- j -)- 


so ergibt sich aus der letzten Gleichung: 

( 4 ) 

Burch Differentiation folgt hieraus: 

‘ / V . V , fr 

^*+i= — -* z v + x tv — ^ ; 

da aber z v der Besselschen Differentialgleichung 2. (1) gemigt, 
so kann in der letzten Gleichung z" durch / v und z v ersetzt werden, 
und man findet: 
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*v + l z 


[ v(v + 1 • 
\ J- 


v -\-l , 


X z J 1 X 

Ersetzt man hierin z v aus (4) durch z v und z v+1 , so erhalt man: 


oder: 

( 5 ) 


I V + 1 „ „ 

*v+l+~x' *r + l“*r 


* _ A' - 4. / 

"V- 1 ” ~ fi v l *>* 


(■>-{) 

(■* 4 )' 


Ans der zweiten Losung y r folgen anf dieselbe Weise genan 

2 V 

die namliehen Gleichungen wie fur y v - a ueh fur z v = 

gelten daher die Gleichungen (4) und (5) ; deswegen aucb fur z v ±z v . 
Es ergibt sich aus (4), daB jede Funktion z oder 5 mit beliebigem 
Index v vollig bestimmt ist durcb eine Funktion z oder i, deren 
Index zwischen — und + \ liegt. 

Nun stellen (4) und (5) genau dieselben Beziehungen dar, wie 
sie in 4. (3) und (4) fiir die Eunktion J v (x) gefunden wurden. 
LaBt sicb angeben, in welcber Bezieliung die Eunktionen z v und 
z v fiir Werte des Index zwiscben — und +|- zu den entsprechen- 
den Funktionen J v stehen, so ist nach der letzten Bemerkung 
diese Beziehung auch fiir beliebige Werte des Index gewonnen. 
Setzt man 

(6) «,.=■ Vr+Vv und 

so folgt aus (l) und (2): 


(6 a) 


<? == x' COS 


■ tx* sin 


(u— i ' + (11 + iu*) v ^ } 


0 

00 

(x — — tcJ J* e ~ 2ux {(u — i u 2 ) V “ — (w + hiFj ^ \du , 

o 

00 

^jJ*e~ Ux {(w — iu*)' ^ + (u + iu?y ^ \du 


2j/+l 

<r„ = x r cos ( X — 4 7t 




00 

■ ix v sin (x — itjj* i 2 { (m — i m 2 )* ^ + (w + iw 2 )’ ^ } d w. 


3 



86 


II. Die Besselsclien Fnnktionen zweiter Art. 


Fulirt man eine neue Integrationsvariable eo durcb die Grlei- 
chung u — tg co ein, so wird: 

A A 4 . 1 ' ~ Vf f ... . **•* A 

/ o\ , r ~4 \ r ~i am " cot cos co -H sina 

(u+ivF) ' = tg -ffl(l±itg«a) =- — jjrr -i 

cos co 

so daB man nach der Moivrescken Formel erhalt: 


v — 4 


i sin 1 “co{cos(v — ^)oo + a‘sin(V — 4 -)o?j 


(u + iu % ) 1 = 


cos 2v 1 co 


Hieraus folgt: 


{x-^Lp «) J si d:-“ .° os (* - i) * e -'-**» da 


$„ = 2 x r cos 


. r— J. 

oin m cnn 




2 v 4* 1 

cos a) 


oder: 


s„= 2 «’' J" 


2 . r-~ 

sm 


- g> cos (x 


2 v + l , 2 i/ — 1 
- 4 "^+- - 2 ~ 


cos 2 * + 1 g> 


°) 


und fuhrt man ~ — co als Integrationsvariable ein: 


J cos r ^cosin [a: — ^ 1 co) 

(7) s r = 2« r / r^i — - - ’ ^ 

J sm ^ co 


Ganz ebenso ergibt sicb: 


( 8 ) 6 V = 2 i # 1 


2 

/ 


v— 4 

cos 2 co cos 


(•- 


2 v — 1 


sin 2v + 1 (B 




•) 

_<. e -*rcotge» rfw> 


11. Neue Integraldarstellung von und die Besselsche 
Funktion zweiter Art. Die zuletzt entwickelten Integrate 
haben einen endlichen Wert, sobald v> — \ nnd der reelle Teil 
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von #>Q ist; fur $ == 0 werden im allgemeinen beide Integrale 
unendlicb. Denn alsdann verscbwindet aus den Integralen die 
Exponentialfunktion, und die Nenner der Briicbe werden an der 
unteren Grenze Null, und zwar von der (S-r + lOten Ordnung. 
Da aber alsdann aucb der Zabler des Integrals fur s v von der 
ersten Ordnung Null wird, so bleibt das Integral fur s v endlich, 
wenn 2 v < 1 ist, w&hr end das Integral fur a v endlieb bleibt, wenn 
v<0 ist. Daraus folgt, daB das Integral fur s v an der Stelle x = 0 
gultig bleibt, sobald — + ist und a v fur # = 0, sobald 
— 0< Q ist. Diese Grenzwerte sollen jetzt ermittelt werden. 

Setzt man in: 


lim 

jc — 0 


Sy 

2x v 


/ 


v - 4- 

cos 1 co am 


(-V 1 -) 


dco 


€ an Stelle you -J- — v , so bedeutet a einen positiven ecbten Brucb, 
und man erbalt: 

71 


8 c 

lim - JL — \ 

2 , x x J 


eos~ f co sin 2 € 2 co sin s co d co . 


Durcb Benutzung von 1. (8) folgt: 


lim 


-^===s / eos“ s cosin 2f '” 1 foJP( 
2 x v J ' 


1 + a 1 — s _3 
2 5 2 7 


sirw 


ijdco, 


und wenn man sin 2 oo = ?t als neue Integrationsvariable einfubrt: 

lim Vx r = ^ + ^ 2 F ( 1 1 *’ “2 2 ’ u ) du 

0 

n \ 


2 a — 1 

n 


■iM-t) 


4+1) 




g + 1 * 

' 2 du. 
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Der letzte Faktor unter dem Summenzeiehen ist ein Euler- 
sches Integral erster Gattung, also nach 1. (29): 

:*+e-l) rr (- £ v 1 ) 

n(X + e~ 1 ) 

Die letzte Summe lafit sich nacli I. (25 ) durcli das Zeichen der 
hypergeometrischen Reihe ausdriieken: 



Man erkennt hieraus, daB die in der vorletzten Formel er- 
haltene Summe konvergent ist; denn die hypergeometriscke Reihe 
ist fur;r = l konvergent, sobald y — a — 0 ist. In unserem 

Falle ist dieser Ausdruck 1 — * * > also positiv. Nach 1. (24) wird 
nunmehr: 

“V-a'-K ' 




2x v 


Es ist nach 1. (l 8): 


m 


2 F 


e - * - 2 y% 7 


n 2 n , 


und 


/■ 

o 


n ( 

! z+s ~i(l —n) 2 du = — 


und daher: 


lim- 


„ 1 

n~r 

s 2 


' 2 a? v 


n 


t 2 - 


n 


rn = 



Neues Integral fur J v . 
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folglich: 


lim = 2 2j - 2 V« - 4 t i ~v 

2 ®” n& — *) 


Fiihrt man wieder v statt s ein: 


V5. 

2& v 2 “ v + 1 TIv V 


Da nun s v eine Losung derjenigen Differentialgleickung 1st, 
deren zwei partikulare Losungen J v und J__ v sind, so ist: 


s v = cJ; + c'J_ 


Nun ist nach 2. (7) und 3. (l): 


x — Q x l 'ti' TLv 


W 1 r r 

00 &-=7-o <»<«>• 

Aus (l), (2) und (3) folgt, daB c Null ist, sobald v> 0 ist; 
daker ist: 

(3 a) s „ = ]/jt ■ J v (x) flr0<v<i, 

U 

oder nach 10 . (7): 


(4) J,(x) 


2’' + V / 

J 


,_1 . / 

s 2osml.r- 


_ e -2xcotg«> do 


1st aber r<0, so bekalt c seinen Wert, dagegen kann 
(/ jeden beliebigen Wert annehmen, so daB sick auf diesern 
Wege nicht angeben laBt, ob alsdann s v neben J v auch nock J_ v 
entkalt. DaB indessen auch in diesem Dalle (4) richtig ist, ergibt 
sick folgendermaBen: 
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Durch partielle Integration erhalt man: 


7t 



0 


In dieser Gleichung verschwindet das vorn Integralzeichcn freie 
Glied, sobald v > ^ 1st, nnd es bleiben die Integrale fur % = 0 end- 
licli, sobald v < 1 ist; also istlim (x 1 ^ v s % ) endlicb, wenn O < 1 

ist. Da nun lim x 1 ~ v J „ fur die betreffenden Werte von v un- 

x = 0 *”* 

endlicb groB wird, so enthalt s v in diesem Dalle nur die Funk- 

tion J v und nicbt J_ )f . Die Funktion * s v unterscheidet 

sicb also auch nur urn einen konstanten Faktor von J v und 
geniigt der Gleicbung 10. (5): 

der auch die Funktion J v geniigt; es wird also auch s v _ 1 fiir 
\ < v < 1 sich von J v _ 1 Oder, anders ausgedriickt, $ v fur 
— O < 0 sich von der Funktion J v nur durch einen kon- 
stanten Faktor unterscheiden und denmach nicht die Funktion /_ y 
enthalten, d. h. Gleichung (4) gilt fur die Werte — ^ < v < -f- 
Sehr leicht iiberzeugt man sich, daB sie auch fiir v = + ■£ gilt 
und tibergeht in Gleichung 7. (l); auch fiir \ ist sie 

richtig. 



Einfuhrang der Funktion Y v . 


41 


Naek dem, was in 10. im AnscbluB an Gleickung (5) gesagt 
worden ist, ergibt sick jetzt, daB Gleickung (4) allgemein 
fxir jeden Index groBer als — ^ giiltig ist. 

Die Fnnktion g v dagegen ist ein zweites partikulares Integral 
der Besselsclien Different-ialgleickung, das in der nacksten Num- 
mer genauer untersuckt werden soil. Wakrend durck Gleickung 
(4), namlick: 


(4) J r U) = 


C)l' + 1 ft v 

\xll(v — 4) 


cos 


r-4 . / 

* cosm I x 


— m ) 


die am Nullpunkte endlicke Losung der Besselscken Dif- 
ferent! algleielmng filr definiert wird, wird die Glei chung: 

71 


(5) r,c*)-yp 


2 

gr + l^r AOS 1 *' 
% TI{v~~ 4) / 


- a> cos 




c -Sacotg« d(J 


0 


eine kestimmte Losnng definieren, die am Nullpunkte unend- 
lich wird; sie keiBt die Besselscke Funktion zweiter Art; 
zum Unterschied wird alsdann J v {%) als Besselsche Funktion 
erster Art bezeicknet. Die Funktion Y v ist natiirlick linear aus 
J r und J_ v zusamraengesetzt; auck in dem speziellen Falle, daB v 
eine ganze Zakl ist, bleibt (5) in Geltung und stellt auch dann 
eine zweite, von J v versckiedene Losung der Besselscken Diffe- 
rentialgleickung dar; injedem Falle stellt 

(6) y = c L J v + % Y v 

ein vollstiindiges Integral der Besselscken Differential- 
gleickung dar; Gleickung (6) fiillt also die Lucke aus, die in 
3. (2) fur ganzzahlige Werte des Parameters geblieben war. 

12. Naherungsformeln fiir unendlicli grofie Werte des 
Arguments und Reihenentwicklung der Besselsclien Funk- 
tionen zweiter Art. Fiihrt man in 11. (4) 2 x cotg co — u als 
Integrationsvariable ein, so folgt: 
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1 

5(*~T) 


X 


J*er U u “ sin (a* 


~--arocotg^)«l«. 


0 

LaBt man in diesem Ausdruck x unendlick groB werden, so 
wird 1 + -j^s gegen 1 und arc cotg ^ gegen ~ konvergiereu, und 
man erhalt far unendlich groBe Werte des Arguments: 


00 



0 

also nach 1. (28): 

G) -Jjx) = ]/— • sin (r - 2v ~ 1 n) <*“»>■ 

In Y v tritt nur statt des Sinus der Kosinus auf, so daB man 
erhalt: 

( 2 ) r, 0 ) = ]/“ COs(iT - *) 

Diese Gleichungen gelten zunftchst nur fur v> — da die 
Integrale, aus denen sie abgeleitet wurden, nur unter dieser Be- 
dingung gelten. Jedoch konnen sie leicht auf beliebige reelle 
Werte des Parameters erweitert werden. Aus der Recursions- 
formel 4. (2): 

“ + ^, + i 

folgt fiir unendlich groBe Werte von x: 
und allgemein: 

(3) <-»> 

wenn n eine ganze Zahl bedeutet. Jede negative Zahl kann in 



Grenzwerte von J v nnd Y v fill* x = oo . 
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die Form v — 2 n gebracbt werden, wenn v zwischen 0 und 2 
liegt; alsdann ergibt sicb aus (l) und (3): 

J r ~ » n=(~l) n Vi • (* - 

2 . ( 2v — 1 \ 

cosmt sm 1 x — % ) 

7CX \ 4 / 

1 / 2 1 ( . f 2v — 4 m — 1 \ 

= 4 *7 

+ sm (* r 

Vermehrt man das letzte Argument um 2 ?)7t, so folgt: 

y- -j / 2 . / 2v — 4w — 1 \ 

|/^- sm 7 4 — *)’ 

d. b. (l) ist auch fur beliebige negative Parameter giiltig. 

Die Funktion Y v ist bisber nur fur solcbe Indices definiert 
worden, die groBer als — ^ sind. Fur diese Funktion gelten die- 
selben Rekursions- und Differentialformeln, die in 4. fur die 
Funktion J v abgeleitet wurden, wie dies in 10. bewiesen worden 
ist. Mit Hilfe der Gleicbung 4. (7) kann demnach aucb die 
Definition von Y v auf beliebige negative Indices ausgedebnt 
werden,* dann kann ebenso wie oben gezeigt werden, daB aucb 
Gleicbung (2) fiir beliebige negative Indices Geltung behalt. 

Wie scbon erwabnt wurde, muB Y v sicli aus J v und J_ v li- 
near zusammensetzen ; bedeuten a und b konstante GroBen, so 
bestebt die Gleicbung: 

Y t ,(x) = aJ_ r (x ) + hJ„ (x) . 

Da diese Gleicbung fur alle Werte von jr, also aucb fiir unend- 
liche grofie in Geltung bleibt, so folgt aus (l) und (2): 

/ 2v -f- 1 \ 

a sm I x H ~ — 7t j 

+ b sin ( x — - 4 7t\ • 

Trennt man bierin die Variablen von den Konstanten und setzt 
die Koeffizienten von cos x und sin x links und rechts einzeln 
einander gleicb, so wifd: 


cos \x • 
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2 k — 1 2 k — 1 , . 2 k — 1 

cos — 2 — % ~ a cos — 2 — ft — o sm • — — — n , 


— 1 . 2 v — 1 l7 2 v — 1 

sm — - — 7t = - a sm — — tc + b cos — - — %. 


Lost man diese beiden Gleichungen nach a und b auf, so er- 
h8.lt man: 


a — — - und b = — cotg vtc. 

sm vut ° 

Demnach ergibt sicb die Gleichung: 


(4) 


r,(*) 


sm vtc 


v (x) — cotg VTC • J v (x) . 


Es ist also, wie am Ende der letzten Nummer behauptet wurde, 
Y v eine von v und J v im allgemeinen verscbiedene Losung der 
Besselschen Drfferentialgleiehung. Nur wenn v die Halfte einer 
ungeraden ganzen ZsChl ist, fallt in (4) das letzte Glied fort, und 
es wird: 

(4a) r»+| = (— 1)" J r -(«+.J.) . 

Ist aber v eine ganze Zahl n, so erscheint (4) in der Form: 

Y = J - " ~ C ° a H7t ' J " = J -» ~ t 

n sin nit sin nit 


also wegen 3. (3) in der unbestimmten Form -j}. Um den wahren 
Wert dieser Form zu ermitteln, verfUhrt man nach bekannter 

d 

r — COS Vlt J v } 

Method©: man hat den Grenzwert von fur 

It COS Vlt 

ganzzahlige Werte von v zu bilden. Aus 2. (7) erhalt man bei 
Benutzung von 1. (19): 


( 5 ) 


dv 


v 


nm(v -j-" fy 


J r l0 S J >)' 


(*r“ { ‘os i- >?(«+>)! 

w(v + x) /xy+s* 
nxn(v'+x) U ) 



Entwicklung von Y„. 
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und aus 3. (l): 




dv 1 ^mn(— v + x) (y) 


p-r ,+2; -{-io g -j + 


= _ j ioa y + V (- iy . (*y r+ai 

° 2 T Za ^ ' mil{-v + l) V 2 / ’ 


Wird v eine ganze Zahl w, so folgt: 

*.(*) = (- 1)“ • 4 lim 


(___ x) w ~~~ 1 


f dJv 


~ lim i - 0 

te 1 # 1/ 
r = n K 


l dv 


(— 1 V 1 ~~- v 1 
^ CV J 


a* 


also mit Riicksielit auf 3. (3): 


«r.(») = lo g J 


y 5P*(>i4"^) /®Y*+ 3 * 


mn(n + x) 


(t)' 


£C \ -»+ 2^ 


Zerlegt man die zweite Summe in die beiden Teile von 0 bis 
n — 1 und von n bis oo und wahlt in der letzten Teilsumme 
— ■ n + l als Summationsbuchstaben, so ergibt sich: 

- * • Y n (x) = 2 /,(*) log Y - 

_Vr_iV + /£V l+Si _ 

x, i mn(n+*i) \ 2 / 

o 

n — \ 


Vr- i v+»- .?!biL±jL (*Y n+ *\ 
Z ^ ' mm— w + xu 2 / 


o 

I- 

Der in der letzten Summe auftretende Bruch r-“ erscheint 

ll{ — n -j- k) 

in der unbestimmten Form ~~ und hat nach L (23) den wahren 
Wert (— i) n ~~ x Il(n — X — l), also wird: 
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(6) T n (x) = — ~J n (x) log Y + 

, 1 'V i V +J^ 1 _+ « (SL\ n + sx 

" 1- a ^ ^ ' znu(» + 1 ) \ 2 / 


0 

» — 1 


+ J 2 1 


IT(?i — 1 — 1) /xX-n + Z* 


m 


(IT 


Hierdurcb ist eine E ntwieklung der Besselschen Funk- 
tionen zweiter Art nach steigenden Potenzen auch in 
dem Falle gewonnen, daB der Index eine ganze Zahl 
ist. Wie man ans der letzten Summe erkennt, wird Y n (x) am 
Nullpunkte von der n- ten Ordnung unendlieh groB. Fiir Y 0 (x) 
fallt dieser letzte Teil fort, und es wird dalier !F 0 am Nullpunkte 
nur logarithmisch unendlieh. Man erhalt namlich: 


<6., r.(.) — A {«.) * (- xy £& (*)”) 

0 

Oder: 


ro(*) — | { Oology -[^(0)- 


v(t)/xy , &(?)(*}* 

il l ! V 2 / ' 2 ! 2! \ 2 / ' 


oder wegen 1. (21): 


(6b) | • r 0 (») = 

= [^(0)-logf]j- 0 



L±i( x Y 
2! 2! \ 2/ 


1 + i + i(®\° , 

S\ SI VS /" 1 


13. Kelationen zwischen den Besselschen Funktionen 
erster und zweiter Art. Aus der Eigenschaft der Funktionen 
J v und Y vl Losungen derselben Differentialgleichung zu sein, er- 
geben sich einige Beziehungen, die hier abgeleitet werden sollen. 
Aus 5. (8) ergibt sich, daB die beiden Gleichungen bestehen: 


(la) 

und: 

(ib) 


d‘-(YxJ v ) ^ — l 

dx 2 \ lx* 

d* (y]cYv) = / 4t> 8 — 1 
dx 2 \ 


i)y~ x j v 

l)V~xY v . 



Kelationen zwiscben J v und Y v . 
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Multipliziert man (la) mit ]/xY v und (lb) mit]/xJ v und sub- 
trabiert, so folgt: 

***&-&'*£?- o. 


Wie man leicht bestatigen wird, ist die linke Beite dieser Glei- 
cliung der Differentialquotient des Ausdrucks 


-VSsi*k r -< 


dx 


bedeutet c eine beliebige Konstante, so folgt demnach durch Inte- 
gration: 


V*>Y r 


df/xJr 1 /- T dYxTv 
Y X J V —— 


dx 


oder nacb Ausfiibrung der Differentiation: 

x(y v j; - jX) - o- 

Zur Bestimmung von c kann man sowolil den Wert x = 0 als 
auch x = oo benutzen. Fur diesen zweiten Wert ist nacb 12. 
(1) und (2): 


- j .' ~ VE ™ (* - L V^ *) - r - 

w — ■r, 

2 

Hieraus ergibt sicb c — oder 


(x « oo). 


Ersetzt man bierin Jj vermoge 4. (3) durcb J v _ t und J v und 
macbt dasselbe mit Y v ', so findet man, daB die beiden Glieder mit 
dem Faktor J v Y r sicb beben, und man erbalt: 
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Ferner erhalt man aus (3) dnrch Differentiation: 


(5) 


yj: 


J.. Y. 


2 


Durch geeignete Kombination dieser Formeln mit denen von 
4 lassen sich nocli zahlreiche derartige Grleichuugen anfstellen. 

14. Semikonvergente Reihen fur J v und Y v . Burch die 
Reihenentwicklungen in 2., 3. und 12. ist es moglich, die Werte 
der Funktionen J v und Y r fur beliebige Werte des Arguments x 
zu berechnen. Je groBer allerdings x wird, um so geringer wird 
die Konvergenz der betreffenden Reihen werden. Um auch fur 
groBe Argument© die Funktionen bequem berechnen zu konnen, 
hat man daher versucht, Entwicklungen zu finden, die nach 
fallenden statt nach steigenden Potenzen von x fort- 
schreiten. Diese Entwicklungen ergeben sich ziemlich leicht 
aus den Integralen der Ur. 10. 

Betzt man: 


(i) 



-(- (w Hr iu a ) v ~ 



— (w + '/w 2 V'“l } du, 


so ergibt sich aus 10. (6 a) und 11. (3 a), (4) und (5): 


( 2 ) 


J r(. x ) =Vie{ P v( x ) sin (* - 
+ Q v (x) COS (x — 

y v( x ) = y^i p v( x ) c ° s (* - 

— Qr( x ) S ^ n (y 


2v — 1 
4 

2v — 1 
4 



2v — 1 


*) 

*)! 

”) 


4 



Die Funktionen P v und Q v . 
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Betzt man in (l) %xu als Integrations variable , so erlialt man: 


(3) 


. n~ V‘" 

% T^) 

+ {h +i y “! du 

= 2if ( hr i ) {(i-S)" 


\ v ~ 4- 


+ (‘+«3~V- 


Uach dem Taylorschen Satze ist nun: 


(4) 


wo: 


(‘-«9" ‘*+(‘+«T* 

= o vr- iv i ' jl ) 3 * 4. 7 ? 

' > n-nn{v — 21 — i) V2 ^ ■ n »»+i 5 


A = 0 


E 


'm + 


/ U \ 2m-f 2 (— lV n + 1 iI(v — -I) [/ 

1 ~ \2 x) IT(r — 2m— ») n(2«4-2) \ V 1 _ ^ 2 a/ 


ist und ' 9 - einen positiven echten Bruch bedeutet. 

Setzt man ™ = t g a>, so wird: 

2 a? 5:3 r ’ 


E, 


/W -j - 1 


G“) 


« \ 2 ™ + 2 (_ l) m + 1 jTQ — £) 


n(v -2m- f)U(2m + 2) 

, (cos 9 — i sin cp) v ~ 2m “v (cos cp i sin qp) v ” 2m ”f 


(cos qp) 1 


v — 2 m — 4 


also nach Moivres Formel: 


-^m+l ^ (2 a?) 


W \ 2 ™ + 2 (— 1 ) m+1 n(v — l t ) 

II(v — 2m — ■!■) JI(2 m + 2) 

x cos ((2m — v + f ) 9?) (cos cpy m ~‘ v+ i , 

Sohafheitliii, Die Besselsclxon Funktionen. 4 
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1st nun 2m^ v — so ist: 


1 K 2 


n(v — 4 ) 


II(2m + 2 ) DT(r — 2m — f) 


/ u \2m+2 


wobei der senkrechte Doppelstrich den absoluten Wert der ein- 
geseblossenen GroBe bedeutet. Fiibrt man nun die Entwicklung 
(4) in (3) ein, so erlialt man eine Beihe von Eulerschen Inte- 
gralen, also mit Benutzung von 1. (28): 

ce, - jr ( - . £)“+ , 

A = 0 

wo naeb (5): 

I T> r n(v + ‘2m + j) /l\a*+» 

1 ' I m+i I ^ JI(2w + 2)JI(y — 2 m — •§) \W 

ftir: 

2 m > v — I* . 

In ausfuhrlieher Scbreibweise lautet (6): 

p M - -I _ , (4f»-l»)...(4 y «-7») _ 

x 2 ! ( 8#) 2 ' 4 ! fft . T ?') 4 


4! (8#) 4 


und speziell: 


l 2 * 3 2 , 1 2 ‘ 3 2 * 5 2 - 7 2 l 2 - 3 s - * • ll 2 


(6 b) 2> (#) — 1 — + 4j ( 8 i)4 6T (8 u;) 6 

Auf abnlicbe Weise findet man: 

j(l - 

Nun ist: 




U(v - 4) 


n(U + l)II(v — U — $) \2 x, 


u \** + i 
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Semikonvergente Reiken ftir P v und Q t . 


wo 


8 . 


m + 1 


© 


\2m+8 (_1 ) m+1 II(v—$) 

f/i __ y7V 

7 II (2 7)i -)- 3) II (v — 2 m - 

-Dll 1 *x) 


+ (1+9 . »)-»-,) 


lift' 


Setzt man hier -- — === tg ijj, so ergibt sich wie oben: 

u OC 


mv-i) 


l^m + l 1 < 2 J7(2/» + 3)n(a. — 2m — l) 
sobald 2w > 2 > — ist; hieraus folgt: 


r© 


It \2/w-f 3 


(V) «,»-2’(- 1 ) , iT(iifOT5©a=l' ©’ i+ ‘+« 


1 \22 + l 


m + 1 ’ 


^ = 0 


wo: 

(7a) 

fur 


v ^ Ufo-f 2m -f|) /1\ 

« + l ^ U(2Z + 3)n(i; — 2m— 1)\2 x) 


1 \2^+3 


2 m > v 


In ausfuhrlicher Schreibweise lautet (7): 


Qr 0 ) = 



und speziell: 

(7b) <?o(*) =- 


(4v 2 — l 2 )(4i' 2 — 3 2 )(4v 2 — 5 2 ) 

3! (8 a;) 8 

(4 x» 2 — 1 2 ) • * • (4 a' 2 — 9 2 ) 
+ 5! (8 a:) 6 

1 l 2 * 3 2 - 5 2 l 2 - 3 2 - • * 9 2 

8a; + 3!“(8S) 8 5! (8 x) 6 ' “* ‘ 


Durch die Formeln (6) und (7) sind Entwicklungen der Funk- 
tionen P v und Q v fur positive Werte von x erhalten worden, die 
nacb fallenden Potenzen des Arguments fortschreiten. Aber es 
darf in diesen Eeiben die Gliederzahl nicht beliebig 
wachsend angenommen werden, sonst wurden die Reihen 
divergent werden. Denn bezeicbnet man das allgemeine Glied 
der Reihe in (6) mit (— 1 ) x a x , so folgt aus (6): 


(v -j- 2 X -j- -j- 2 X -(— y) (p — 2 ^ (v — 2 X -jl) 

4£C ^ 2X ^ 3.) (2x“^T2)~ : ’ 

und dieser Quotient w&chst bei unbegrenzt wacbsendem l selbst 
•fiber alle Grenzen. 


( 8 ) 


AtA 

a , 
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Bricbt man aber die Reibe (6) bei irgendeinem Gliede a m 
ab, so lebrt (6 a), dab der bierbei begangene Fehler nacb der 
positiven oder negativen Seite kleiner ist als der absolute 
Wert des in der Entwieklung folgenden Gliedes a m + 1 
unter der Yoraussetzung, daB die Anzabl m groBer ist 

als — ” Genau das Entsprechende gilt bei der Reibe fur Q v ] 

hier muB m groBer sein als — — . Wegen dieser Eigenschaft 

konnen die Reihen in (6) und (7) sebr wobl zur n&berungsweisen 
Berechnung von J v und Y v Yerwendung finden; man bezeichnet 
sie als semikonvergente Reiben. 

blur in dem Falle, daB v die Halfte einer ungeraden ganzen 
Zabl ist, brecben die Reiben (6) und (7) von selbst ab; man er- 
halt dann fur J v die Summe 7. (5) und (6), und dureb Y n + j 
erbalt man nacb 12. (4 a) den Wert von J _ + ^ . 

III. Abscbnitt. 

Darstelluug willkiirlicher Funktionen dureh Besselsche 
Funktionen und Integrale mit Besselsclien Funktionen, 

15. Reihen mit Besselschen Funktionen. Aus der 

Tatsacbe, daB die Reibe fur die Besselscbe Funktion erster Art 
mit der vten Potenz der Yariablen beginnt, erkennt man, daB tr v 
sicb formal in eine Reibe entwickeln lassen muB, die nacb den 
Funktionen J v+ 2 , >/ v+4 , . . . fortscbreitet ; es ist eine andere 
Frage, ob die erbaltene Entwieklung aucb konvergent ist. 

Um das erste zu zeigen, schreibe man einige der Funktionen 
bin nacb 2. (7): 

^-ih&'-nuW+vCJ*’ 

+ Mapper— ■ 

^r + 2^) — n~(v + 2) \ 2 ) 

i /#y+ 4 
lfl2I(v + 3)\2/ “• 

i /xy + 4 __ 

+ n(v+'i)\2j “"**** 


= 



Reibenentwicklung yon (~) v . 
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Es wird nun bebauptet, daB eine Reihe existiert: 

(t)' - . 

Die ersten Koeffizienten lassen sicb aus den obigen Reiben leicht 
bereebnen. Es ist a 0 — Il(v). Eerner folgt: 

“i ffl 0 _ 0 also a _(^±2 )TIv 

n(v+2) mn(v+i) u > aiS0 m 

Weiter: 

a 2 I «0 r\ 

IK> + 4) III n (v + 3) ^ H2IK> + 2) u 

Oder 

a 2 ( v~\~2)IIv Tlv (2v-|-4 — v — 3)H?> 

n(v + 4) ji(v + 3) ~~ mii(v + 2) “ ~ If2n"i>'+8) 

_ g (» + l) , h „ __ (y + 4)JI(y+l) 

212 II (* + 3) 63 U2 

Setzt man die Recbnung nocb nm ein G-lied weiter fort, so 
findet man: 

(* + 6 )U(* + a) 

a » n 3 

und hieraus durch Verallgemeinerung: 


Es ist zn untersuchen, ob diese Vernmtung ricbtig ist, oder es ist 
die Gleichung : 


( 1 ) 


f x Y — + 2 *) #(*+*!— i ) T 

U/ ~ 2j ni ' J *+ n 

2 = 0 


£Luf ibre Ricbtigkeit zu prlifen. Ersetzt man in (l) J v+2 z ^ urc ^- 
die Reibe, so wird: 


x\ v ^ — 1) 

T) 2-i DX 

2 = 0 


cc 



(— If 

II /x II (r -f- 22 -f- (i) 


X \ v + 22 + 2/t 
~2/ 
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Fuhrt man in der inneren Reihe l + ft als Summationsbucbstaben 
ein, so wird: 

( x \ v __ ‘%n( v + 2X)JI(v + 1 — 1) ^7 (— lY l "“ x / + s /< 

\ 2 / ~~ 2j nx ~ 2 j ii(n — x) n(v 4- a, -4-i*n a / 

/ = o 

und bei Vertauschung der Summationsordnung: 

/£Y _ Vf/_ 1V^PV' + 2,W V7 ( — ^) X (y + S3,)JI(y + X — 1) 

\ 2 / ^ \ 2 / — X)ZI(y + Z + rt 5 

it ~ 0 /, = 0 

und diese Gleichung ist richtig, wenn: 


%ri/ (y + ZX)U(v -f X— 1 ) 

^ ^ ' mn(n — x)ff(v+% + p) 

;.=o 

(fur ft l) ist. Die linke Seite zerlegt sick in: 




TI{v + X — 1) 

mrTfa~i)n{v + x + *0 


Oder: 


+ 2 


i'c- «* 


ncv -f-x — i) 

17 (1 — 1) JI(ft — X) JT(* + X + ft) 




il(u -f X — 1) 

nx ji ( ft — z) ^ 4“ 

_ 2 ■< a #0 + l ) 

/ ^ . X) — i — ijrffv + ft + i + i)' 

0 


Aus 1. (15) folgt: 

27ft 27( — ft — l) = 


7T 

sin 7t\L ’ 


und wenn 1 eiue ganze Zabl bedeutet: 


uO — x) n(x - ^ - i) 

also wird: 


sin (ft — V)7c 


■(- iy 


sin ftTC 7 


( 2 ) 


/ iy i_... = W-r-J) 

^ ' ji^ft — ~xj ri(iri ( — ft — i) 


Konvergenzbeweis. 
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Eiihrt man dies ein, so folgt: 

v \T1 iip i — ,u — l) n(v + l — 1) 

— 11 — i) mn{v + 1 -f- ft) 

,u — 1 

2 n ( S X — (j . ) jt — j— i) 

ji(^i — i) ii( — rilfi(v -j- ^ 4- ^ 4~ 1) 

Diese beiden Summen lassen sich bei Benutzung des Zeicbens 
F der hypergeometrischen Reibe nach 1. (25) scbreiben: 

nfiri{v + $ ' F( ~ f*> *> » + f* + 1 > *) 

~ n(ir-F^v~+7^) F( ~ f »+ i,*+i,i' + p + 2,i) ) 

also nacb 1. (24): 

nvm^, 2J2vu(2^ — i) 

n k a n ^ ii{v - 1-2 v u) n({i — 1) n ^ n (v 4- 2 y) 

Erweitert man den zweiten Bruch mit (i, so erkennt man, dab 
die DifFerenz wirklich Null ist* demnacb ist die formale Riebtig- 
keit von (1) bewiesen. 

Es bleibt nun nocb zu untersuchen, ob und in welcbem Be- 
reicb die Entwickelung (l) konvergent ist. Beim Beweise fiir 
die Konvergenz der Definitionsgleichung 2. (7) wurde gezeigt, 
dab der absolute Wert sowohl des reellen als des imaginaren Be- 
standteils von J v (x) beliebige komplexe Werte von x kleiner 
ist als 





worm r den absoluten Betrag von x bedeutet. Setzt man dies 
in (l) ein, so wird die recbte Seite kleiner als 


" sn^n(vjj-x — i) 
mn(v + — I) 


/ r \ i/+ 22 


und diese Summe ist fur alle endlicken Werte von r konvergent ; 
folglicb ist aucb die Reibe (1) fur alle endlichen Werte von x 
konvergent. 
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LaJBt eine Funktion f(%) sick in eine Potenzreihe von % ent- 
wickeln, so kaim an Stelle der Potenzen die Entwicklung (l) 
treten; die entstandene Doppelsumme kann man dann nach den 
Besselschen Punktionen ordnen und erhalt so fur die beliebige 
Funktion f(x) eine nach Besselschen Funktionen fortschreitende 
Entwicklung, die in demselben Bereicb konvergent ist wie die 
Potenzentwieklung. Der allgemeine Beweis dieses Satzes wiirde 
zu weit fiihren; in den folgenden Beispielen kann er nach obigem 
Muster leicht durchgeftihrt werden. 

Aus (l) folgt durch Spezialisierung von v: 

( 1 = J 0 (x) + 2J 2 (x) + 2 J ± (x) + • • • 

(8) ® - 2 {J x (x) + 3 J z (x) + 5 J,(x) + • • •} 

U’ 2 - 8 {J 2 (x) + 4 Jt(x) + 9 Jg (x) + • • *} 




oder mit Hilfe von 1. (18): 


K ' V 7t jlj 2 2X nxm ) 

= 7 + (*) + S' 7 s+ (*) + + ' ' 


Ferner ergibt sich: 


sm x ■■ 


2<.-v 


r= 0 


* Sl ' +1 
21(2 v + 1) 

2v + l 


r= yi, lV s? (2v+n+ i)n(2v+z) 

J h( 2 v + i ) j£j fix 


r = 0 


/ = 0 


+ 2 X + 2 


= Vr_ i v 2S ’1 + x _ V !) n (* + i) t 

^ V 11(2* + 1) £ li(X — v)~~ ^ 

X 


v — 0 


21 + i 


2 ( 2A + 1 ) t7 s;.+i 2 ( ^ n(2v + iyri(i — v) 


2 = 0 


*'= 0 
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Verschiedene Reihen. 


Mit Benutzung von (2) und 1. (18) verwandelt sich die innere 
Snmme in: 


r-2 

v = 0 


m? + r. n(x — v — 1)__ 
mri(—x - i) iivn(v + -\) 




= 2 i++l,-vf+ 

_ eoslrc _ . y 2 

~~ r+ -i ” 21+1 1 


Demnaek erha.lt man: 


(5) sin # = 2 ( — lYJ u+1 (x). 

1 = 0 

Dureh Differentiation ergibt sich hieraus mit Hilfe von 4. (l): 

oo 

(6) cos x = J 0 (x) + 2 J^(— 1) ; J 2 ; (#) . 

Die Formeln (5) und (6) ergeben sich unter Benutzung von 
Fouriersehen Satzen leicht aus 8. (l). 

Die Formeln (3) — (6) sind ftir alle endlichen Werte von x 
konvergent. 

Die Ableitung der Besselschen Funktionen nach dem Index, 
die bei der Herleitung der Reihen ftir die Besselschen Funktionen 
zweiter Art auftrat und noch spater mehrfach eine Rolle spielen 
wird, lafit sich ebenfalls in eine nach Besselschen Funktionen 
fortschreitende Reihe entwickeln. Es ist nach 12 (5): 


v J r 

C V 


J,\x) log 


ijx ii(v + 1) 


s(f) 


v + 21 


Bezeichnet man zur Abklirzung die letzte Snmme mit AT, so 
ist nach (l): K = 


^I, y W(v + X) Xl (g;+21+2 + JT^ + 21+ > a-l) 
ZjK mn(v + i)j£ Up 

__ \r J?S V V <L+ 2 X +£jli) r 

+»/ ^ ' nx jj (v + x ) ii(ii — i) 1 


+ 21 + 2/4 


+ 2/4 


1 = 0 


oo 

/< =° 


+ 2/4 


It-.)' 

i = 0 


?F(»> + 1 ) n( - v + 1 + f* ; — 0 
niniy + 1) ri(fi'—T ) ' 




S 3 {cm 
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Mit Benutzung yon (2): K 


v 

: Sin 


+ 


^ 1 ) J ’’+ 3 ,“ ' mu? + 1 ) 

Die innere Summe laBt sick durck 1. (27) summieren; sie 
hat den Wert: 

— afrSf 1 * (v - + *> + *<■- <■) - 1 * 

somit wird: 

i ’t-'O + '*'("+'•) - ^°'i • 

Der Faktor JT(— (i) des Nenners ist nur fur ^ ~ 0 endlich, 
fur alle iibrigen Werte von (i dagegen unendlich groB. Von fi = 1 
an versckwinden daher alle Glieder, die yon den letzten beiden 
Summanden der geschweiften Klammer kerriihren; mit Hilfe des 

Wertes — : — ~ = (— lV' Z7(^— - l) erkalt man scklieBlick: 


V y (» +*) ii(v+ %+il~ i) n a -p-i) 






= + 2(- 


« v+J*/* 


Also ergibt sick: 

dJ n 


(7) 


dv 


% * -5>w) 


/< = 1 


Eine nock einfachere Entwicklung als (l) einer beliebigen 
Potenz mit Hilfe Besselscher Funktionen ergibt sich folgender- 
maBen: 




, r + 2 

. J* 

mn(v+i) 

n{v+i)\%) 


-- 1 H 

mil{v- f-2) \ 2 / 


.\*'+ 4 


+ 



Andere Entwicklung der Potenz. 
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Multipliziert man diese Reiben mit gewissen Koeffizienten 
6 0J und addiert samtliebe Reiben, so konnen diese Koeffi- 

zienten so bestimmt werden, daB auBer f J alle Potenzen recbts 
verscbwinden, und daB man erbalt: 

(2)' “2 s *(f) Zjr *+*- 

Wie man aus obigen Gleicbungen sofort siebt, ist: 

h-nv; ^= 6 0 ; h = WV USW ' 

Durch Induktion findet man: 


( 8 ) 


(?)'■ 


\i TIv ( x 

Hi 




Um die Ricbtigkeit dieser Gleicbung zu zeigen, ersetzt man 


J v+ x durcb die Reibe und findet: 


Vr— 

\2 ) jLi miiiv 


/ &*\ r + 

Uv 


/ =0 


* = 0 


mn{v+i+h) 


Fiihrt man bierin l + ft an Stelle von ft als Summations- 
bucbstaben ein, so ergibt sicb: 


1 = 0 k=X 


X\ v + % k 


(0 


n(k— i)n(y+k) 

k 




k= 0 


2 = 0 


mn(k—i) 


Da die innere Summe fur ft = 0 den Wert 1 bat, fur alle anderen 
Werte von ft aber verscbwindet, so ergibt sicb hieraus die Ricbtig- 
keit von (8). 

Es kann Gleicbung (8) aucb geschrieben werden: 

/ x\ 2v ^ClIIv f x\ r + * T 

U/ ni \ 27 


( 9 ) 
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16. Andere Formen fur die Besselschen Funktionen 
zweiter Art. Die D efinition sgleich nng fur die Besselschen 
Funktionen zweiter Art 12. (4) lautete: 

YJx) = ■ *— - J v (oc) — cot gVTt • Jjic). 

vK J sinvtf “ rV J ° vW 


Setzt man hierin: 


V = Yl + Sj 


wo n eine iiositive ganze Zahl, e einen echten Bruch bedeutet, 
so wird: 


(i) 


n -f- e 


sin & % ~ 


€ 


COtgfJC- J n+S . 


Die hierin auftretende Funktion mit negativem Index laBt sich 
vermittelst 4. (7) durch zwei Funktionen mit positivem Index 
ersetzen. In der angegebenen Formel wahle man p — 2n und 
v = yi — £, so geht sie liber in: 


;.=o 


, 7I(2m — l)II(w — s — 1) / 2 \ — 2Z 

( “ 1 - ) iiin(2W2X)na— \x) 


n— 1 




X' 

/. = 0 


y g(gw— X— 1 )IT(m— 8— 1 — 1) ^ 2 j 


!) nxn( 2 n— 21— l)JI(X-«— s) 


2«~2Z-1 


Kehrt man in beiden Summen die Summationsordnung um, 
SO folgt: ^ (— l)V_ B _ e = 

_ = T + lV • Ji(n+x)jor(x-rt m 3 * 

1 ) nnn(n--i)n( r -6--x}\x) 

;. = o 




v (-iy 


;. = o 


u(n+i)ir(;i— *) 


Ji(2i+i) n(«— i— i) n(— i— i) 


(D” w - 


Durch Benutzung der Formel 1. (15) gehen diese Summen 
iiber in: 


(-!)*./_ 


sins# 


^rn(n+l)U(l— «) JZ(l + fi— l) /2\a 

nnn^—x) \x) 

/= 0 




sins^ X 7 1 T(»+I)n(l— fi)U(l + fi) / 2 \« + l 

* ‘ ' +1/ 11(21+1) U(w — 1—1) W 


Andere Fonnen fiir I",,, 
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Nach Einsetzung dieses Wertes in (l) wird: 

Y >,+r- — cot gs7t-J n+e 

! i ■s^n(n+x)na—s)n(x+s—i)/iY x 


( 2 ) 


/ = 0 


TC ^n—s + 1 


n^i+V) n(X—t)na+s) /2\2*+i 

11(21+1) n^n — l— 1) \CC'J 


;. = o 


Setzt man im speziellen s — + so ergibt sich: 

y _ i T \jn(n+X)iia — + na—+, /2\% l 
x *+i 7t J n -j mi mn — i) ~~ \x ) 


A = 0 
n-1 


1 = 0 


1121 II(n — l) 
-1)11(1— \)T1(, 

n( 2 i-\-i) n (71—1—1) 


i / 2 \ 32+ x 

+ n(2X+l)II(7l — l — l)\x) ’ 


■and wenn «7V i durcli J , i und , i vermittelst 4. (3) er- 
setzt wird: " + ^ " + » 


y = 1 r ^7 JI(M + t)na + i)g q+^) /8\»+i 

»+i * »+ n^n+i)nin—x) w 

1 = 0 


,l r + 11^+1)11(1— $ 11(1-$) /S\ai 

i " * + " mili(n— i) “ W ’ 

<t = o 

oder nach 1. (18): 

lX - r r Vg W)g(«+ l)/i\»ti 

y^-^,,+ 1 - J n + l jSj nxn(n—x ) UJ 


(3) 


<t = o 


, t* v ?<*=*> ?d+ *) m 2 

‘ r nxn(n—x ) \.r / 


^ = 0 


Setzt man in (2) dagegen a «= 0, so tritfc das erste Glied reehts 
zusammen mit dem ersten Summanden in unbestimmter Form auf; 
dies© Glieder lanten n&mlicb: 

x T , ix ( — s) H(s i) T 
-cot ge7t-J n + s + <7,_„ 
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also wegen 1. (15): 

- costwJ n + , + 

gin S7t ’ 


dieser Bruch geht fur e = 0 iiber in: 

1 ( _ ^n+j , ^ At-t 1 = _ A . 

% \ ds ‘ C8 le = 0 7C dn ’ 

und der Wert dieses Ausdrueks ist in 15. (7) angegeben. All© 
iibrigen Glieder in (2) bleiben endlich und bestimmt, so daB man 
findet mit abermaliger Benutzung von 1. (18): 


00 

*»=+|{ 'PW -logy ) 

2 = 1 


‘H 2 X j. 


fA -, , jl r /1\V- 

W + 1 ZH n ^-J JT(1-+) JT(n-Z) W 
F -1 = 1 

n— 1 

1 V n;UI(n+il) /l\*a + i 

i/£ + n(l++)IT(n-l) w 

K 2 = 0 


Einen anderen Ausdruck erhalt man durch 4. (8); setzt man 
dort v = — £ und j) = w, so folgt: 


J- 


2 = 0 


2 yi-J 


,0 




oder mitHilfe der scbon haufig benutzten Formel 1. (15): J_ n _ e = 


o sin(^ — s —X — 1) ( 2 y»- 


c-r 


= Tin UJr-j) y/ n 

« } mn(n—i) 

2 = 0 

» 

_/ ysingjr ^ HnTl(— fi)JT(«+e — A— 1) /2y*-* 

i ; tt ^ mn ( n — i ) w 

2 = 0 

Hierdurch geht (1) iiber in: Y n + s ~ 

__ eot »--r i 1 vur*n(-»)2r(»+«-a-i)/8\"--* r 
- cotge*^ + ,+ w ^ Vx) J i~ 


2— s 


2=0 



Reihen ftir Y k +,i und Y n . 
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(5) 


oder : 

I„ +J cotg£jt e 7 K+4 + n 2 j mi Vii—l) \x) 

4 = 0 

Fiir £ = -J- ergibt sich hieraus: 

i ^ Tin nq—j ) /*y 

n+ i y%^-i mmn-ij\xj 

K 4=0 

Fur £ = 0 tritt das erste Glied auf der rechten Seite von (5) 
und der erste Summand des zweiten Gliedes in derselben unbe- 
stimmten Form wie oben auf, wahrend die iibrigen Summanden 
endlicb und stetig bleiben, so daB man iindet: 


>7(-i y£iSs J n 


(7) 


J = i 




I 1 ^ Un ( 2 Yj 

^ n j/j m(n—X ) W 

i = i 

Fttr n — 0 fallt die zweite Summe fort, und man erhalt : 

(7a) r 0 (*) = ^ {^(Ol-logy | J 0 (^)) + * J?™- Jn( x )- 

;.=i 

17. Integral© mit Besselschen Funktionen. Multipliziert 
man 4. (3) mit re 1 ' und dividiert 4. (4) dureh so erhalt 
man: 


( 1 ) 

( 2 ) 


x r J r _ 1 = vx''- l J v + x'J v 


dx 


J 


r + 1 

V 






Hieraus folgt durch Integration: 


J XVJ v - 1 (*)<**- 

Cfc 

& <st , , ( 

J ar;/,4c*) r. - V, m 
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oder: 

( 3 ) 

(4) 




b 

o, 


Ganz entspreckende Formeln gelten auck fur die Funktion Y n . 
Tritt als Greuze Null oder Unendlich auf, so ist zu untersucken, 
ob die Integrale uberhaupt endliek bleiben; diese Bemerkung gilt 
auek fur alle folgenden Integralformeln. So findet man: 


( 5 ) 


( 6 ) 


X 

fu r+l JM = x ' , + 1 J v + l( X ) ) 

0 

x 

b 

30 

f \r v + 1 J v (u) d u = x~ yJrl J v _ 1 (x ) 1 

X 

30 

J\r ’■ + 1 y ,. («) <*« = x - *■ + 1 r ,._ , («) . 

a; * 







Hier wie bei alien folgenden Integralformeln soil der Inte~ 
grationsweg ein Teil der positiyen reellen Ackse sein, wenigstcns 
muB er bei alien Formeln, in clenen die Grenze oo auftritt, dieser 
Linie zuletzt sick ansckmiegen. Nur in der ersten, niekt in der 
zweiten Formel (6) kann Null als Grenze ge wall It werden, und 
man erlialt: 


( 7 ) 



_1 


( v >i) 


Viel wicktigere Formeln ergeben sick durck folgende Cber- 
legung. Aus 5. (8), (9) in Verbindung mit 11. (6) erkillt man, daB 

* - c xV-‘-J,\ x ) + r. 



f u 1 J v (u) (u) du. 


65 


das allgem eine Integral von 

( 8 ) 

ist. Verbindet man biermit eine beliebige andere Differential- 
gleichtmg der Form: 

(9) 

so ergibt sicb in ahnlicker Weise wie in 13.: 

} sas * 5 i) 

oder: 

b 

(10) f (s - s t ) zs x dx = fas'- «/]* . 

a 

^ 2 . J 

Setzt man in (10) s x — — 1 und w&blt Unendlich 

als obere Grenze der Integration, so erhalt man je nach den 
Werten von z nnd z x mit Rucksicht anf 12. (l) und (2) und 
13. (2 a) und (2 b): 

00 

(iia) / ^(«)?=^|-J sin ( v -( t ) T-*W+*J,>r;} 

X 

00 

(11b) f 'YXu)7 f Xu) d ^^^,[~sm(v-^^-xTj;+xY v Y;} 

X 

00 

aio f j v («) r„ (u) ^ ( A cos ( v - f.) f - * r„ j-;+ * r; } 

x 

In der ersten und dritten Formel kann x — 0 gesetzt werden, 
dann flieBt aus (11 a) und (lie): 


( 12 ) 




du 


2 sin (v (l)~ 


(v-t-f .1 > 0 ) 


Sohafh.eitlinL, Die Besselschen. Fuaktionen. 
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113) 


■?» r„(«) 


, N du 


0 cos(r — /£)-- 


tt 3T — IT 


(r-//>0) 


1st in den Formeln (11) nnd (12) v = ft, so tritt die reckte 
Seite in der unbestimmten Form $ auf, und zwar (11c) mit Riick- 
siclit auf 13. ( 3)5 in bekannter Weise erbalt man dann: 

fl , a s Cr*c\*» 1'J,, T ' SJ * T d * J ' \ 

(14a) J J v («) — - 27 { 1 + *J r j~ ~ x J,^}, 

a 

(l 4b) /r.»f (1 

X 

(14.) //,(.)!,(.)£-£ (/.' 

# f a/ v a 2 /, 1 

2v l v a^ ’'aoja^i 5 

0‘) ir 


(v>0) 


Setzt man zur Abkiirzimg: 

d J (4 y 

( 16 ) = F r(») UDd W„(x), 

multipliziert man (l4a) mit F„, (14c) mit J.. und subtrahiert, 
so folgt: 






j;{y v +x(j'Y v -jx)y v ), 


also nack 13. (3); 


(17a) 2v J J v (u) { r v (*y v (u)-J„(u)Y r (u)} £ - Y v {x) - 1 7 A »). 



Ju 2 J* (u) du. 
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Ebenso ergibt sich aus (14 b) und (14 c): 

EC 

(17 b) 2 v j 3T,(«) { Y,(x) J r (u) - J,(x) ~ + U*) - 4 W,(*)- 

X 

Andere Formeln findet man, wenn man in (ll) erst fi=v — 1, 
dann = setzt nnd addiert mit Rticksicht auf 4. (2): 

00 



1 f A 
2 ?> — 1 \ % 

— — (A 

2 v + 1 i it 


— * AA'-i } 

+ ^ A + 1 A' * •A'7 V + 1 } 



( -® " - -A' [(2 V +1) (2 v-1) A +1 ] 

+ A [(2v+i)/; +t -(2v-i)/; +1 ]j. 


Wendet man anf die erste eckige Klammer die Eormeln 4. 
(l) und (2) und auf die zweite die durch Differentiation daraus 
folgenden : 

2JT- JU -JUu 


2v 


Jr + 


+ i 


an, so findet man: 


>,*(«)$ - IS - "W- T •V-' 

+ 4vaj;'+^a.j;-5a 2 } 


oder: 


00 

08) ^ /•'-■MS -^-(y / . ! + 8 w>‘- 2 wl- 


Hierin kann // durch und J v vermoge der Besselschen 
Differentialgleichung ersetzt werden; so findet man: 

5 * 
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1191 - = - ( i - V + 1 v/ + * ('.T + * (> - 5) 7 - s ! 

{(«- 4+4-)*+ w?+ 2(1 )• 


4 

'JtX 


Genau die entsprechende Formel gilt fur Y v . 
Man findet leicht aus (6), daB die Gleichung 




’4cV u — 1 


« 2 ) *,.==%% 


die allgemeine Losung 

£2 = c 1 Y i xJ v (ccx) + c%Y x Y v (ax) 


besitzt; wahlt man in (9) s ± ~ 


2 , so folgt aus (10): 


(a 3 — (S 2 ) f x J r {ax) J r (px) dx 

= [as Q3J v (ctx) fix) — uJ v (Px)J r \ «#))]*, 

wo nattirlich unter J'(ax) die Funktiou verstandeu ist. 

v ' J d(ax) 

Durch 4. (4) gelit diese Gleichung uber in: 

6 

( 20 ) (“ 2 ~ F 2 ),f x d * 

= [a? (aJ v (§x) 7 r+l (ax) — §J v {ax) =/■,.+! (/ia;))]'' 
Die entsprechenden Gleichungen gelten natuiiich fur die Integrale 

b b 

J* xJ v (cc%) Y v (fi%) dx und f x Y v (ax) Y r (/3x) dx. 

a a 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

1 

(21 a) 0 2 — t J ~)j * J r (*x) Jjftx) dx 
5 



f x J v (a x) ,/ v (§ x) d ;b. 
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(21b) (« 2 — (3 2 ) fx 3 V (k®) J v (fi x ) dx 
1 

(21e) ^ 2— ^)JxJ v (ax) Y v (ftx) dx 

- 1 (j)”+ « y,03) oo - ?+„(«) oo- 


Bringt man in diesen Formeln a 2 — [3 2 Bach rechts, so tritt 
die rechte Seite in der unbestimmten Form -{{- auf, sobald ft — a 
wird. Bestimmt man den wahren Wert des Ausdrucks, so er- 
halt man: 


j‘xj*(ax)dx = ~ (— a Jj (a) J r + 1 (a) + J v (a) J v + 1 (a) 

Setzt man v + 1 an Stelle von v in 4. (3), so findet man: 


J' 


+ 1 : 




v + 1 


j; 


+ 1 7 


nnd unter Benutzung von 4. (4) ergibt sich nach einfachen Um- 
formungen : 

i 

(22a) 2 J 11 J*(xn)du = (i — +) //(¥) 4- (J r '{x)) 2 , (*>-i) 

0 

1 

( 22 b) 2 J n Jjxu ) r,(*«) = h* + (l — “s) J v (?) Yjx) 

+ «cc*) K(*)- 


Noch auf andere Art gelangt man zu Shnlichen Integral- 
formeln. 

Man multipliziere die zweite der Formelgruppe 15. (3) mit 
und integriere von Null bis Unendlich, so erh&lt man: 



00 

22 ( 2 * + 
2 = 0 
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Wendet man anf die rechte Seite (12) an, so wird: 


(23) «, 


J v (x)dx = ^ 2 


(21 + I) sin (21 — v 4-1) - 

^r+ip^ 


4 VVt 

= — COS -r- 

7C 2 . 


} (21+1 ) 2 — v 


Nun lautet eine bekannte Reihe: 


J-_ V(_1)> 

osx jtLJ K ' 


4(21 + 1 )« 

(21 + l) 2 7t % — 4a? 2 ’ 


setzt man hierin x = — , so erhalt man: 


L-cVr-ivl 2i+i 

^5* ' St * (21 + 1) 2 — S> 27 


cos— z==0 


folglieh geht (23) tiber in: 


j*J v (%) clx = 1 . 


Durch Anwendung von 4. (3) folgt liieraus: 


J * <4-n (a?) + Jr + 1 1 <2# = 1 oder: 


/(25) / - JL ^(7a? = - . (r>0) 

J # v 

0 

Auch durch Benutzung der Integraldarstellung der Besselschen 
Funktionen lassen sich Integralformeln finden. Aus 9. (l) folgt: 

CO 


00 1 
x 3i ~^ l ~ 1 dx j* u 3 


(l-u) v -f- x J(xVu)du-, 
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fx 2k v 1 J v (x)dx. 


durck Vertausckung der Integrationsordnung ergibt sick: 


_ J„dx 

2 v ~f i n(v ft— 1} / 


= J w 2 (l — uy^^du J J u (xY u) dx. 

0 0 


Setzt man nun ^ = 2 k — 1, so daB fur ft die ITngleickkeits- 
bedingungen besteben: 0 < ft < - , so findet man durck (24) 

fur das innere Integral den Wert und alsdann nack 1. (29): 

yu 



II(lc—t) 

2 r - 2k+1 n (v — lc)' 


o< 


v+l\ 


Das Integral links bleibt endlick, wenn die obere Grenze fur ft 
bis auf y -f- - - beraufgesetzt und die untere Grenze fur v von 

— 1 bis — §- kerabgesetzt wird, Durck Benutzung der Formel (2) 
kann die Giiltigkeit der letzten Gleickung in den erweiterten 
Grenzen nackgewiesen werden, und man erkalt daker: 


(26) 


J v (x) dx 


mjc— i) 


' 2 * + 1 2 r-l*+l n(v-7c) 




18. Darstellung willkiirlicher Funktionen durcli Bessel- 
sche Funktionen. auf andere Art. In 15. wurde die Ent- 
wicklung einer beliebigen Funktion nack Besselscken Funktionen 
besprocken derart, daB die Parameter eine aritkmetiscke Reike 
bilden und die Argumente unverandert bleiben; bei vielen Pro- 
blem en nun ist es von Wichtigkeit, Funktionen zu entwickeln 
nack Besselscken Funktionen derart, daB die Parameter unge- 
andert bleiben, die Argumente dagegen sick andern. Der Einfack- 
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lieit halber soil der Parameter Null nur besprochen werden, die 
Ausdehnung auf den allgemeinen Pall ist daraus leicbt zu erkennen. 

Wenn eine Funktion /’(#), die in dem Intervall von 0 bis 1 
stetig ist, in eine Keihe der Form: 

00 

( 1 ) fix) = 2*1^*) 

/ = 1 

sick entwickeln laBt, so konnen die Koeflizienten a x dieser Ent- 
wicklung bestimmt werden, wenn die GroBen durcb welche 
sicb die einzelnen Glieder unterscheiden, die positiven Nullstellen 
der Funktionen J 0 oder J 0 ' (resp. t7’ 1 ), tiber deren Lage ixn 5. Ab- 
scbnitt genaneres mitgeteilt werden wird, oder allgem einer die 
Wurzeln der Gleichung 

A J 0 (x) + BxJ' 0 (x ) = 0 

sind, worin A nnd B beliebige Konstanten bedeuten. 

Urn dies zu zeigen, multipliziere naan (l) mit und 

integriere von 0 bis 1 , so erhalt man: 

1 00 1 

( 2 ) J. vf(x)J Q (&^x)dx = ^ a x J xJ r o(& f , x )J'o(®z x ) dx - 

0 2 = 1 0 

Sind nun & u und ^ verscbiedene Nullstellen von so 

verscbwindet das recbtsstehende Integral nacb 17. (2 la ) 5 nur 
wenn A = ist, erhalt man aus 17. (22 a): 

1 

(3) j = | |/o'(*>)] S ^ y W- 

0 

Folglich findet man aus ( 2 ) und (3): 

1 

J V f(?) j 0 (#,, x)(lx= Y a u /f (& fl ) 

0 

oder 

1 

( 4 ) % = { 2 JV(*) J 0 *) dm } : J\ («•„) . 

0 

Durch diese Gleichnng lassen sieh die Koeffizienten der Ent- 
wicklung (l) berechnen. 
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Verstebt man dagegen unter & x die Nullstellen yon J 0 '(x) 
oder, was dasselbe ist, yon J ± (x)^ so verscbwindet das recbts 
stehende Integral in (2) ebenfalls, wenn und & x verscbieden 
sind; ist aber l = ^, so wird bier: 

1 

(5) 

0 

nnd es ergibt sicb demnacb eine der obigen entsprecbende Koeffi- 
zientenbestimmnng. Jedoeb ist bier folgendes nocb zu beacbten. 
Betzt man in 17. (21 al jS = 0 nnd wablt a als Nullstelle yon J\ 
so findet man fur v = 0 : 


i 



o 


multipliziert man daber (1) mit x und integriert zwiscben 0 und 1, 
so folgt: 

i 

/ xf(x)dx = 0 . 

6 

Da nun bei beliebiger Wahl von f(x) diese Gleicbung im alb 
gemeinen nicbt erfiillt sein wird, so kann eine Entwicklung in 
der Form (l) in diesem Falle nicht stattfinden. Jedoeb wird eine 
derartige Gleicbung ermoglicbt, wenn man nocb einen Summanden 
vorsebiebt, namlicb setzt: 

00 

(7) f(x) = a 0 + J£a x J 0 (& x x). 

Multipliziert man diese Gleicbung mit %Jq(& u %) und integriert, 
so ergibt sicb aus (5) (6) und 17. (21a) der Koeffizient a u , und 
multipliziert man mit x und integriert., so findet man aus (6): 



i 

a 0 ===== 2 J xf(x)dx . 
o 


oder 
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Die Glei chung (7) geht genau in (1) iiber, wenn man dort die 
Summation mit Null statt mit Eins beginnt und unter die erste 
Nullstelle von J"q(#), namlich die im Nullpunkte gelegene, versteht. 

Aucb in dem allgemeinen Falle, daB die GroBen #•- Wurzeln 
der Gleicbung 

(8) AJ 0 (x) + BxJ' 0 (x) = 0 

sind, ist auf entsprecbendem Wege die Koeffizientenbestimmung 
zu bewirken. Wenn a und (3 versehiedene Wurzeln von (8) be- 
deuten, so geht der Minuend der rechten Seite von 17. (21a) fur 
v = 0 iiber in: 

-i-j mw, 


und der Subtrahend erhalt denselben Wert, also wird die rechte 
Seite wieder Null. Aus 17. (22 a) ergibt sich: 

l 

2 f xJXprfdx = Jl(^) = J r !(^ u ) , 

0 


und hiermit sind die notigen Mittel zur Koeffizientenbestimmung 
von (l) gegeben. 

19. Darstellung der kypergeometrisclien Beike durch. 
ein Integral mit Besselschen Funktionen. Es sei: 


(1) 

so f< 

( 2 ) 

( 3 ) 


dp A?) J" ( U) 


Qp [X 


‘ r 

u v 

— - du 

6. (4 a): 


00 

l*dJ z {ux) 


du 

« v - i< 

*d 2 J x (;ux) 



du . 


Damit diese drei Integrale endlich sind, muB sein: 

(4) 10<l + p + l. ' 



Ju v Jx(ux) (u) du. 
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Aus der Differentialgleichung fur die Funktion J^ux) ergibt 
sich vermittelst (l) bis (3): 

(50 

,,s 1 , l 2 

(5) cp = - J -—-du. 

0 

Durch partielle Integration findet man aus (2): 

00 

, v-i i r-h^ x ) j ' u , 

(6) 9 _____ q, J 


entsprechend aus (3): 


= 


v — 2 


00 

V-i/ 


dJp (it x) J' u 


du 


und durch nochmalige partielle Integration: 

00 00 
„ v — 2 f v — 2 7 . 1 r 




woraus mit Benutzung von (6) folgt: 




„ 2{v— 2) , . (* — l)(i« — 2) 

,v» 9° “r /v *2 


i MN5 


Aus dieser Gleichung und aus (1) und (6) kann man mit 
Hilfe der Bessel schen Differentialgleichung die Funktionen J" t und 
Jl eliminieren, dann entsteht: 

/ J. (ux)J 

— — --J- du . 

u 

o 

Dureh Yergleichung Yon (5) und (7) folgt: 

x 2 (x 2 — 1)9 — x { (2v — 3 )# 2 + l}^' 

Setzt man hierin: 

cp — 
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so findet man: 

X- {x % — 1) f" + { (2 X — 2 v + 3> 2 — (2 1 + l) } X f' 

-{- ( X (X — 2 v 2) + (n — l) - — + } x'ty — 0 . 

Setzt man sehlieBlieh: 

so geht die letzte Glei chung liber in: 

(8) 6(£-lX(S)+ {(l-v+2)6-(X+l)}if,'(S) 

+ i(X + fl -v+l)(A- f t+v+l)t = 0 
Flilirt man liierin ein: 

x = v — 1, 

fl = Of — |3 , 

y = y — a — 

so geht (8) in die Glei chung 1. (10) fiber. 

Bezeichnet man demnaeh: 


(9) 

so ist 


00 

<p(cc, f$, y, a;) 


J 1 (xu)J a _, (m) 




d u , 


no) J ^ y ’ ^ **) 

I + JBx 1 ~ r F(ct — y+l, (S — 7 + 1,2 — y, * 2 ), 

wo M und J5 Konstanten sind, die noch ermittelt werden mussen. 

Um zur Bestimmnng der Konstanten zu gelangen, gelte folgen- 
des. Man dividiere (9) durch x 7 ” 1 und bestimme den Grenzwert 
fur x == 0; mitt els 2. (7) erh&lt man: 


v T&lSjlV ’ x ) - 

Inn y _ i 

tf=0 


2 /- 


00 




und dies wird nach 17. (26): 

7, *0 


lim- 


/T(os — 1) 




2^ 




vorausgesetzt,jdaB das Integral uberhaupt endlieh ist. Vergleicht 
man diesen Wert mit (10), so sieht man, daB for y > 1 die Kon- 
stante B den Wert Null hat; dies gilt auch noch fur y = 1, weil 
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alsdann das zweite Integral der hypergeometrischen Differential- 
gleichung fur x — 0 logaritlimiseli unendlich wird. Etir x < 1 
erhalt man daher: 

(n) (p(oc, /3, 7 , #) i) ( a * P’ y-> x ")i 

vorausgesetzt, daB nach 17. (26): 

a — (3> — y, a + /3<y, y>l 

ist. Die erste dieser Bedingungen kann wegen der Vertausch- 
barkeit von a und /3 in der hypergeometrischen Reihe stets als 
erfullt betrachtet werden. Von den anderen beiden Beschran- 
kungen kann man sich mit Hilfe gewisser Relationen zwischen 
hypergeometrischen Reihen, deren erste Elemente sich nm ganze 
Zahlen unterseheiden, befreien. Es bleibt nnr die fur die Endlich- 
keit der betrachteten Integrale notige Ungleichheitsbedingung (4) 
bestehen, die jetzt ubergeht in: 


a > 0 und y — a — (3 — 1 > 0 . 

Die letzte Ungleichheitsbedingung war notig, damit op zweimal 
differenziiert werden konnte; es bleibt jedoch cp selbst endlich, so- 

bald nur ^ ^ 

y — oc — /S-h!>0 

ist 5 es laBt sich zeigen, daB auch hierfiir noch der obige Wert von 
cp erhalten bleibt. 

Ist x > 1 , so setze man x = ~ und ux=*v in (9), so findet 

man durch (ll) den Wert von <p(a, j5, y, x) in diesem Falle. Man 
erhalt schlieBlich folgendes Ergebnis: 


( 12 ) 


-a-fi /• 

).j 


tf-a-p 


T y- l(^») 


rY- 1 


TI( — /?) 2 T(y — 1 ) 


F («, (3, 7 , a; 2 ) , 


— du = 


2 y-a-p ? 

TT(a-T)J ' 


r y_ 1 (XU)J a _ li (u) 

u y- a -p 


du — 


y-2a- 1 


(a?< 1 ) 


U(y — oc — 1) IT (a — §) 


F(u, a— y+l, a— (3 — 1,^ (» 


>D . 


( 13 ) 
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wenn weder a — /3 nock y — 1 eine negative ganze Zabl 
und sowobl a als aucb y — cc — + 1 groBer als Null ist. 

Fur x = 0 bleibt (12) giiltig, mit Ausnabme des Falles 

s 

7=1 und zugleich a + /3 > — • 

Fur x = 1 bleiben (12) und (13) in Geltung und geben in- 
einander iiber, sobald y— ■ a— /3> 0 ist. Wenn aber y — cc — 0 

ist, so wird im allgemeinen das Integral fiir x = 1 unendlicb 
groB; nur wenn alsdann 

y — a + = 2 m 

ist, wo m eine positive oder negative ganze Zabl mit EinsebluB 
der Null bedeutet, erhalt man: 

00 

(14) dx SMfezH 

v 1 J x*-*-? tf- a -‘ i n(-P)n(y-cc-l)II(y-p-l) 

(y~a~/tf<0) 

und fur y~ a — fi = 0: 


oo 

(15) I*- (flir'-i 1 - vll 

0 

Durcb Spezialisierung von a, /3 und y ergeben sicb aus den 
Gleicbungen (12) bis (15) eine groBe Zabl mebr oder minder in- 
teressanter Formeln. Als Beispiel setze man: 

V V 1 

<* = y, p = — y, 7 = y, 

so ergibt sicb: 


00 



(u) cos (ux) 

U 



1 

2 



^^(a) i 

u ’ 2 


V + 1 
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oder mit Benutzung von 1. (16) und (18): 
( * 


( 16 ) 




(u) cos (ux) 


clu ■■ 


V 

COS—% 






v v 1 
2 


(JL -2L 1 
\ 2 ’ 2 ’ 2 ’ / 

(*&\ 

\v>0) 

L , 1 \ 



(>■>«) 


Im Falle a? <C 1 setze man == sin go , dann erhalt man durch 

1- (9) : 


(17) 


j J r {n) cos (u sin cp) ~ . (" »^* *) 


Ganz entsprechend liefert die Annahme: 

v + 1 /? v — 1 3 

a _ , [3 2 ’ ^ 2 


in Verbindung mit 1, (8): 


(18) 


J J v (u) sin ( u sin 90) 


sinaMp 


7t 71 
‘“2 = ^=2 
r > — 1 


Setzt man in (17) 9 = 0, so erhalt man die Gleichung 17. (25), 
fur v = 0 folgt aus (l 8) : 


(19) 


J J 0 ( u ) sin (“ sin <P) ^ = 9> ? 


wahrend fur x 1 sich ergibt : 


(20) 


J" •/„ («) sin (ux) ^ — ~ ■ 


IV. Abschnitt. 

Das Additions- nnd das Multiplikationstheorem 
der Besselschen Fimktionen. 

20. Das Additionstheorem der Besselschen Funk- 
tionen. Ans dem Taylorschen Satze erhalt man: 
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^r(*+y)“ 2 fe 


p — 0 


if dP Jy( x) ' 
dx p 


Durch Benutzung von 4. (9) findet man: 


Jv( X + y) M) ^ mn(p— l) jr r-p + sx( x ')- 


p = 0 


y. = 0 


Um hierin die Summationsordnung so vertauschen zu konnen, da6 
die Bessel sche Funktion vor die innere Summe tritt, muB man 
die rechte Seite in zwei Telle — far gerade nnd nngerade 
Werte von p — zerlegen-, beachtet man ferner, daB man in der 
inneren Summe wegen der beiden Nennerfaktoren dem Bncbstaben X 
die Werte von — - oo bis + oo erteilen darf, so findet man: 


*'(*+» -says 

p = 0 / = — X 


(-ir 


j 


mn(2p—X) v r-s P +si 


+ 2 (r^ ^ w ) - 


2 0*0 + 


p = 0 


X — — oo 


Wahli man in den beiden inneren Summen X — p statt X als 
Summationsbuchstaben und kehrt alsdann die Beihenfolge der 
Summation en um, so findet man: 


^rO + V ) Sr + 2Z( X ) j? 


(-1) 1 


p + x 


(if 


p — 0 


n(p + i) n(p-i) 


+ CO 


+^\'T r+ sx-i (*) 


(-if 


-dr 1 


p = Q 


n(p + x)n(p-i + i) 


Fur die negativen Werte von l mit EinschluB der Null kann man 
in den inneren Summen die untere Grenze auf — l erhdlien^ fur 
die positiven Werte von l groBer als Null kann diese untere Grenze 
auf 1 resp. X — 1 erhoht werden. Fuhrt man dementsprechend 
p + X oder p — X resp. p — X + 1 als Summationsbuchstaben 
ein und ersetzt schlieBlieh in den negativen Teilen X durch — 
so bekommt man: 
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y \ 2^3 +• 2A 


(y\ 

00 CO I — - I 

'.(*+»> lYn^+ix, 

A = 0 i? = 0 

m 2p+2; - 

+ (— 1 ) P JTpir(^ + 2Z) 


;. = i 


p = 0 


/ y\%p + 2^+-i 

+ S T J,- 2 .-x ( g ) Y! (~ !) p rr^Ji(jp + 2i + i) 


A = 0 


2 > = 0 


i 2 p 4* 2 A — 1 


m 2 

’* _ ^ Tjv + a;! - 1 ^ X ^ + 1 2Ti3JI(i3 + 2i — lj ' 


a=i 


J3 = 0 


Iudem man nun wieder die entspreclienden Teile mit geraden und 
ungeraden Werten von X zusammenfaBt: 

. . (sa 1 * 1 ' 

J >+»> - J 2" 


A = 0 


p = 0 


(I) 


A+2p 


^ + ^ ( 1 ) /; jljpIT(X+*i?)* 

A = 1 y; = 0 

Nach 2. (7) sind die inneren Summen so daB man findet: 


(1) /„(> + ?/) + ^(- l)^ + a(*)^(V)- 

A = 0 A = 1 

Mit Benutzung von 3. (3) kann man diese Gleichung kiirzer 
schreiben: 

(2) (® + y) =j?Jr (y) • 

A = — co 


Bei der Ableitung dieser Gleicbung wurde von Eigenschaften der 
Besselscben Eunktionen nur die Eormel 4. (9) benutzt, die ebenso 
fiir die Funktionen zweiter Art gilt; demnach erh&lt man ebenso: 

(3) Y r (x + y ) = J , r,_ 2 (*)/ 4 (y) + J-(- if Y v+l {x)J,{y) 

A = 0 A = 1 

Sc3b.afh.eitliiL, Die Besselschen Funktionen. 6 
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( 4 ) K(* + &)-2 


Die Gleicbungen (2) und (4) werden als die Additions- 
tbeoreme dsr Besselscben Funktionen bezeicbnet. 

Um nun uber die Konvergenz der gewonnenen Reiben zu ent- 
scheiden, bat man die Werte zu ermitteln, die die Besselscben 
Funktionen annebmen, wenn der Parameter in positivem oder 
negatiyem Sinne iiber alle Grenzen w&cbst, oder anders ausgedriickt, 
wenn das Argument im Vergleicb zum Parameter sebr klein wird. 

x v 

Die Definition 2. (7) zeigt, daB alsdann J v (x) gegen kon- 

vergiert. Bricbt man daher die zweite Summe in (l) bei einem 
gewissen groBen Werte l ~ ab, so wird der Rest gegen 


B 










(xyY 


2=Z X 


2 u mn(v+x) 


Der Ausdruek unter dem Summenzeicben stimmt uberein mit dem 
der Besselscben Funktion J v f und es kon vergiert dab er der 
Rest B 2i mit wachsendem X 1 gegen Null. Entsprecbend erbalt 
man fur den Rest B' der ersten Reibe: 



= (±Y *?(- ty. i (JLV 

\^1 1 mn(v — X)\xl 

>• 

= /*Vl\V_ iy. El (JL) 1 . 

\ 2 / iiv J mn{v—i)\x) 

X = 2 x 


Diese Reibe stimmt mit der binomiscben Reibe fur ^1 — 
uberein; es wird daber j gegen Null konvergieren , sobald der 
absolute Betrag von y kleiner oder gleicb dem von x ist unter 
der Voraussetzung, daB v eine positive Zabl ist. 

Die erbaltene Entwicldung (l) ist also konvergent, sobald 
I V I — 1 x I ^5 wenn aber im speziellen v eine positive ganze Zabl 



Entwicklung von J v (xy). 


83 


ist, so ist wegen 3. (3.) diese Entwicklung fur alle Werte von 
x nnd y konvergent. 

Fiir v — 0 erk&lt roan im speziellen: 


(5) J 0 (x + y) - J 0 (x)J 0 (y) + 2 J>(- lfJ x (x) J x (y ) , 

1 = 1 

(6) Y 0 (x + y) = Y 0 (x)J 0 fy) + 2 j|(- 1)^0) J 2 (y) 

X = 1 

nnd fur v = 1 : 


(7) 


(8) 


«7i(« + «/) = J^J^y) 

(*)}Ji(y) 

/ = 1 

= - J 0 '(x)J 0 (y) + 2 J-(- l) 2 - 1 J-/(*)7i(y), 

^ = 1 


*i(* + y) - - Y 0 \x)J 0 (y) + 2 J>(- l) 4 - 1 ?/ (*) Ji(y) . 

;. = i 


21. Das Multiplikationstke orem der Besselschen Funk- 
tionen. Ans der Definitionsgleicliung 2. (7) erkalt man: 

. M\ r+2x 

J v {%y) (— l)* nxTKv+x ) ' 

y .=0 

( X \ v 

, so findet man: 

(?)V,(*») -j^C- 1 )"77i7T:>+-,; 


a -(f) 


# \ 2v+2x 


Durck Benutzung von 15. (9) ergibt sick kieraus: 

( x Yr ( xv \ _ -y (- i'f f + 2 x ^ iiy+^ (x_y+-'-+ x j / \ 

\ 2 / n* n(v + *) ^ m \ 2 ) J v+x+x W • 

x = 0 x=o 

Setzt man in der inneren Summe X an Stelle von % + X, so wird: 


(f)V v (x2/) 


-y (- W +a * ^ 

' U* jSjlKX- 

x = 0 / — x 




6 
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Durch Vertauschung der Summationsordnung foigt: 


4 = 0 


4 — 0 

= (yyy 


f*\ l o-jzy£j (x ) 

TJX ‘'r + iW 


oder: 


4 = 0 


a) 

4 = 0 

Diese Gleichung kann man als das Multiplikations- 
theorem der Besselschen Funktionen erster Art be- 
zeichnen. 

Durch Benutzung Ton 4. (6) laBt sich (l) in eine ganz 
andere Form bringen. Es ergibt sich: 


00 

Jv&y) = y VJ v( x )^ 


o- ~ 

m 


4 = 0 


i> HQ — «)H(p + i — X— 1) /*\Sx 

Zj k J n*n(i- 2 »)rr(*+*-i) W 


>f = 0 


(1 - yf 


4=0 


X 


V x ~~ 1)H (V — [— 4 — x — 1) / a? \ 2 * + 

*r U/ 


1 - ) iI*J7(;l-2*-l)IZ(r + 


4 = 0 


Der Paktor von y v J v {%) lafit sicli durch Vertauschung der 
Summationsordnung in die Form bringen: * 


(-Y 1 

^ n K ri(v4-x ~ i)sY 


U(% — x) U(v -j-> X — % — 1) ^ ^ * 2 \ x 


4 = 0 


4 = 2 y. 


m ri(i — 2xV 


Ki -fY 
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Reihen fur J r (xy ) . 


Setzt man in der inneren Summe l statt 1 — 2%, so wird sie: 

*)n(v + x + x—i) , _ + 2x 

/. mn(x + ix) ^ J) 

- (i - vT'- r(» + i , x + v , 2 x + i , i - if) 


1 - 0 


nach 1. (25). Ganz ebenso lafit sich der Eaktor von y v J‘ v ^ 1 {x) 
behandeln; wenn man die gefundenen Werte oben einsetzt, findet 
man: 


(2) J,(ay) = y’J, (*) 


xJV 1)- + 1, * + 2* + 1, 1 -2/ 2 ) 

+ y VJ v-i( x ) 


x^(- 

y. — t 


11(2 x — 1) 


.F(x, x + v, 2 sc, 1 — «/ 2 ) . 


Wegen der mannigfacben Transformationen , die zwischen hyper- 
geometriscben Reihen bestehen, lafit die rechte Seite sich in viele 
andere Eormen bringen. Man kann ferner nur mit Zuhilfenahme 
der in 4. zusammengestellten Rekursions- und Differentialformeln 
zeigen, dafi die rechte Seite in (2) der Besselschen Differential- 
gleichung geniigt. Es wird daher aueh diejenige Eunktion, welche 
man erhalt, wenn man Y v und Y v _ 1 an Stelle von J v und J y _ 1 
auf der rechten Seite schreibt, eine Losung der Besselschen Diffe- 
rentialgleichung sein; dadurch, dafi man schliefilich ^=1 setzt, 
findet man, dafi dies die Losung Y v (xy) ist. Also erhalt man 
eine neue richtige Gleichung, wenn man uberall in (2) statt der 
Ennktionen erster diejenigen zweiter Art einfuhrt. 

Multipliziert man (2) mit Y r _ 1 (x) und die Gleichung, die 
aus (2) durch Einfuhrung der Besselschen Eunktionen zweiter 
Art entsteht, mit J r _ x (x) und subtrahiert die erste von der 
zweiten Gleichung, so folgt: 

( 3 ) - Jv( x y) T v- 1 (®) 


* = 0 




2 * — y*) : 


ix 


■ F(% “f" 1, %-\-v, 2»+l, 1 — 2/ 2 ) 
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und zwar mit Hilfe von 13. (4). Ganz ahnlick erkalt man: 

(4) J v (xy)Y v (%) - Y v {xy)J r {x) 

v2x—l (± / 

g( — x+v ’ 2 *’ 1 ~y)- 




Es laBt sick nock eine andere Form des Multiplikations- 
tkeorems finden. 

Benutzt man in: fxyy+z* 


J r(?y) - S! (~ 0 


(¥)’ 


* = 0 


Hx U(v + 3c) 


die Gleickung 15. (l) ; so erkalt man: 


,r + 2 jc 


^ nxii(v+x 


^7 -f* 21) Il(v -(- -f- 1 — 1) r 

^ ^ 

2 = 0 


r + 2# + 22 


(*)• 


Anf eine Art, die sckon mekrfack in aknlicken Fallen benutzt 
worden ist, ergibt sick hieraus: 

= yV ^ niiiy-i—T) J v+2i( x ) 

2 = 0 

's^n( v 4-i + x — i) u(x— a-D 2x 

^ 7Tv TT(v _L *0 y ’ 

* = 0 


also nack 1. (25): 

(5) ~J v (xy) 
y 


IIk JJ(jc -f- v) 


_ (*' + 24)21(1' + 4 — 1) r , , , on 

~ Jxl J »+ 2 iW^(. v +i,— A,v + l,y*)- 

2 = 0 

Speziell fiir v = 0 und 1: 

k(*y) = Jo(») + 2 2j 2X (x)f(i, -x, i, f) 


(5 a) 


i=i 


^y) = y ^^+l)J 2 X+ 1 (x)F(x-\-i, -x, 2 , «/ 2 ) . 
2 = 0 
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Reihen fur J 0 (xy) und J t (xy). 


Da die hier auftretenden hypergeometrischen Reihen ganze Funk- 
tionen (A) -ten Grades von y 2 sind, so sind diese Formeln, ebenso 
wie Gleicliung (l), fiir jeden Wert von y direkt zu benutzen. 
Sie konnen beispielsweise dazu verwendet werden, um die Eunk- 
tion J v fiir gebroehene Werte des Arguments zu berechnen, wenn 
sie fur ganzzahlige Werte x bekannt ist. 


V. Absehnitt. 

Verlauf und GriiBe der Besselschen Fuuktioneu fiir gewisse 
Werte des Arguments und Parameters. 

22. Die Funktionen und . In den folgenden Num- 

mern soli versucht werden, nach Moglichkeit ein Bild zu ge- 
winnen von dem Verlaufe und der ungefahren GroBe der Bessel- 
schen Eunktionen. Hierbei hat man natiirlich wesentlich zu unter- 
scheiden, ob das Argument x reelle oder komplexe Werte be- 
sitzt; der erste Fall ist der wichtigste und zugleich einfachste, 
weil hierbei das Argument eine einfach unendliche Mannigfaltig- 
keit von Werten zu durchlaufen hat. Neben diesem Hauptfall 
sollen von den unzahlig vielen anderen Fallen nur zwei der Ber 
trachtung unterworfen werden, namlich erstens der Fall, daB das 
Argument rein-imaginare Werte besitzt oder, anders ausgedriickt, 
die imagin&re Achse der Zahlenebene durchlauft, und zweitens der, 
daB der reelle gleich dem imaginaren Bestandteil des Arguments 
ist, oder daB dieses die Halbierungslinie des Winkels der reellen 
und imaginaren Achse durchlauft. 

Um die Vorstellungen zu klSren und an Bekanntes anzu^ 
kniipfen, werden zunachst die Funktionen 

(1) J^x) =y'j x smx und Yfe) - Y^osx 
betrachtet. 

Gibt man in diesen Funktionen dem Argumente x positive 
reelle Werte, so erhalt wegen der Quadratwurzel jede Eunktion 
zwei reelle Werte, die sich nur durch das Yorzeichen miters cheideni 
Denkt man sich das Argument als Abszisse, die zugehorigen 
Eunktions werte als Ordinaten gezeichnet, so werden die. beiden 
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Y. Yerlauf und GroBe der Besselschen Funktionen. 


Kurven, die den beiden Vorzeicben der Quadratwurzel entsprechen, 
symmetriscb gegen die Abszissenacb.se liegen. Man wird daber ein 
.vollig klares Bild des Verlaufs der Funktion haben, wenn man 
nur die eine Kurve, z. B. die zum positiven Werte der Quadrat- 
wurzel geborige, genan verfolgen kann. Unter dieser Annabme 
erkennt man aus (l) und den bekannten Eigenscbaften der tri- 
gonometrischen Funktionen, daB fur x === 0 den Wert Null bat 

und mit wacbsendem x zunacbst positive Werte annimmt, fur 
x = % aber wieder Null wird, dann negative Werte erbalt, bei 
x 2% abermals vei’Scbwindet usw. Geometriscb wird J ^ durcb 

eine Wellenlinie dargestellt werden, deren Knoten in den Punkten 
# = 0, 7r, -2tc, ... usw. liegen. Diese Wellenlinie unterscbeidet 
sicb aber von der gewohnlicben Sinuslinie wesentlicb dadurcb, daB 
die Amplituden der einzelnen Scbwingungen fortwabrend ab- 
nebmen, so daB diese allmahlicb abklingen, wie dies in der Figur 1 
der Tafel, die am Ende dieses Buches sicb befindet, veranschaulicbt 
wird. Aus (l) folgt: 


( 2 ) 



2 x cos x — sin x 
2 x 


Die Nullstellen dieser Funktion liefern . die Maximal- bzw. 
Minimalwerte von , d. b. die Stellen groBter Abweicbung von 

der Abszissenacbse. 

Die Gleicbung 

(3) 2 x cos x — sin x = 0 

besitzt nur solcbe Wurzeln, wofiir cos# und sin# gleicbe Yor- 
zeicben baben, d. b die Wurzeln liegen zwiscben hit und (Jo + -|) it, 
•wo Jo eine beliebige positive Zabl mit EinscbluB der Null bedeutet. 
Die erste Wurzel a? ===== 0 von (3) kommt nicbt in Betracbt, weil 
bierfur unendlicb groB wird; aus (3) folgt: 


tga? == 2x . 


Da die recbte Seite mit wacbsendem x stetig zunimmt, die linke 
Seite aber in den ungeraden Quadranten periodisch die positiven 
Werte von 0 bis oo annimmt, so wird in jedem sp&teren Qua- 
dranten der Wurzelwert der Gleicbung naber an die obere Grenze 
des Quadranten beranrucken. Daraus erkennt man, daB die bochsten 
und tiefsten Stellen der Wellenberge unserer Kurve etwas vor der 
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Mitte zwischen den Knotenpunkten sick befinden, aber dieser Mitte 
mehr und mekr mit wacksendem x zustreben, okne sie je ganz zu 
erreicken. 

Ahnliche Betracktungen uber und dessen Ableitung: 


( 4 ) 



— 2% sin x — cos x 
2x 


fiikren zu folgenden Ergebnissen. 


Fur x = 0 wird Y unendlich wie - 7 =- und wird filr kleine 
i f/x 

positive Werte von x zunachst positive sekr grofie Werte besitzen, 
mit wacksendem x aber vorlaufig abnehmen, fiir x = - J die erste 

Nullstelle besitzen, alsdann ins negative Gebiet eintreten, bei 
x = |~ 7 T abermals versckwinden und nun in ahnlicher Weise wie 
J ^ in Sckwingungen mit allmaklick abnekmender Amplitude ver- 

laufen, die also ahnlich abklingen wie die Sckwingungen von J x ; 

v 

die betreffende Kurve ist ebenfalls in Fig. 1 gezeichnet. 

Zwischen und % erreickt Y. ein erstes Minimum, die fol* 

genden hochsten und tiefsten Stellen der Wellenberge liegen wieder 
stets etwas vor der Mitte zwischen den Knotenpunkten und streben 
mit wacksendem x mekr und mekr dieser Mitte zu. Der absolute 
Wert beider Funktionen ist stets kleiner oder hochstens gleick 

dem von y — , d. k. es befinden sick die Funktionswerte stets 

zwischen den beiden gegen die Abszissenackse symmetrischen 

2 

Zweigen der Kurve III. Ordnung xy 2 = — , die in Fig. 1 durck 
die gestrichelte Linie angedeutet ist. Wahrend fur Y^ diese 

Funktion als obere Grenze fur alle positiven reellen Werte 

von x betrachtet werden kann, bleibt natiirlich J ^ fur x < -y er- 
keblick unter dem Werte dieser Funktion. 

Ist x eine negative reelle Zakl, x = 


( 5 ) 




- x, so wird: 
i/ + ( x) und Y^{x) = + i 3^ (a); 
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die Funktionen werden also rein imaginar, unterscbeiden sick aber 
von den eben betrachteten Werten nur durch den Faktor + i, so 
daB iiber ihren Yerlauf nicbts weiter zu sagen ist. 

1st aber x eine rein-imaginare Zahl, x = ir , so wird das 
Bild ein ganz anderes. In diesem Falle wird: 


J (ir) = ]/ — • sin (ir) = 1/ - - * 4" — e r ) 

■JA 7 V Ttn v 7 r str? 2 v 7 




Nun ist: 


7__ * + * 
]/2 ’ 


y*= 


so daB man erhalt: 


nimmt also komplexe Werte an, so daB die reellen und 


imaginaren Teile gleicbe Zablenwerte haben. 
Setzt man zur Abkiirzung: 


(6) (•'-O, 

so daB also: 


(7) J^ir) = (1 + 0 I^(r) 


wird, so ist I ’ eine Funktion , die fur r = 0 verschwindet und 

fur positive Werte von r selbst positiv ist und stets zunimmt. 
Denn es ist: 


( 8 ) 


r'M =* (2r-l) e r -f(2r + l) <T r 
4 ]/7tr 


Der Zabler dieses Bruches wird niemals Null; fur 2r> 1 ist 
dieses obne weiteres klar; fur einen bestinunten Wert von 2r <C 1 
muBte sein: 


e Sr - r = 1 + 2 (2 r) + 2 (2 rf -f 2 (2 r)» + • • • . 


Die einzelnen Glieder dieser Reihe sind aber vom zweiten an- 
fangend groBer als die entsprechenden der Exponentialreihe, so 
daB die Gleichung nie besteben kann. 
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W&chst r unbegrenzt, so nimmt aucli I \ unendlich groBe 
Werte an. 2 

Ahnlich ergibt sich: 

Jfjftr) - j/~. co.(fr) -]/=£(<’• + e-') 

-y-vs^+o- 


Setzt man: 

( 9 ) 

so wird: 

( 10 ) 




r,( ? V) = (l-i)i i (r). ■ 


Fiir rein -imagin are Werte des Arguments wird demnach 

komplex, und zwar so, daB die reellen und imaginaren Teile ent- 
gegengesetzt gleiche Zahlenwerte baben. Fur r = 0 wird L. wie 

1 . 

—=■ unendlicb, fur positive Werte von r nimmt L. selbst positive 
yr v 

Werte an, und zwar nimmt L. mit wacbsendem r zunachst ab. 
Es ist: 


K(r) 


(2 r — 1) e r — (2 r + 1) 


J 4 r^/nr 

Fiir denjenigen Wert von r, wofur: 


p2r 2r + 1 

e 2r — 1 


ist, besitzt L. ein Minimum; es findet dies statt fur r = 0,77170-*-. 

2 

Yon diesem Werte an wachst L ^ unbegrenzt und wird fur unend- 
lich groBe Werte von r selbst unendlich. 

W&hrend fiir reelle unendlich groBe Werte des Arguments 
beide Bessel sche Funktionen verschwinden, werden fiir rein-imagi- 
nare, unendlich groBe Werte beide Funktionen unendlich groB. 
Aber auch in diesem Falle laBt sich eine Losung der Besselschen 
Differentialgleichung finden, die im Unendlichen verschwin- 
det. Zu diesem Zweck hat man J\ und Y. mit solchen Faktoren 
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zu mnltiplizieren und zu addieren, daB dabei die Funktion e r fort- 
fallt; man findet so die Funktion: 

(11) (l + i 


die natiirlieh noeh mit einem willkurlichen konstanten Faktor 
mnltipliziert werden kann. 

1st schlieBlich x eine beliebige komplexe Zahl, so kann sie 
stets in die Form x = ( r , O’) = r (cos O + i sin 0) gebracht werden. 
Liegt x auf der Halbierungslinie des Winkels beider Achsen, so 

bat man 0 = -^- zu setzen; dieser Fall soil als Beispiel fur den 
allgem einen Fall dienen. Es ist: 


( r > t) = ]4A h f + «' sin v )" 2 sin 

— i/X ( 

\ icr V 


y* 


(i+O 


n . . ot 
[ cos j — l sin — 


) 


/ . r it , r . ir \ 

X 1 Sill — * COS + COS ~pr sm -~=r) 

\ ]/2 ys ]/§ 1/2/ 

1 1 / 2 / % . . 

-TK«(°° 8 T- f8m T) 


Xisin-^le ^ 2 ^ 
]/2 


+ « cos ( e^ 2 — e l 72 
]/2 1 



Hier erhalt man fur komplexe Zahlen, deren reelle und 
imagin^re Bestandteile vollig verschieden sind. Fur r = 0 wird 
( 0 , ~j = 0 , fiir unendlich groBe r wird aucb unendlicb 

groB; fiir gewisse Werte von r kann der reelle, fur andere der 
imaginare Bestandteil verscbwinden ; zugleicb aber konnen beide 
nicbt verscbwinden, denn sin x hat keine komplexen Wurzeln. 
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Fiir die Besselscke Funktion zweiter Art ergibt sick: 



Es laftt sick leickt zeigen, daft aus beiden Funktionen eine 
neue gebildet werden kann, die im Unendlichen versckwindet, 
nSmlick i • J + Y. . 

T 2 

23 . Die Funktionen J Q und Y 0 fur positive reelle Werte 
des Arguments. Aus den Eeiken 2. (7 a) und (7 k): 

(l) J 0 (x) — 1 — + ( 2 . 4)2 ~ ( 2 . 4 • 6) 2 ^ * 

M ./, («) /,'(«) - 1- { i - 4 + ^ , 

“s i-e’i-e-3 H 1 

erkennt man , daft J 0 (0) = 1 und daft fur x 2 die Eeike 
positiv ist, weil, wenn man in der Eeike fiir J 0 je zwei auf- 
einanderfolgende Glieder zu einem Gliede vereinigt, die neue Ent- 
wicklung nur positive Glieder entkalt. Aus der zweiten Eeike 
erkennt man, daft J Q (x) fur Werte von die kleiner als 2]/ 2 
sind, mit wacksendem x abnimmt. Genaueres iiber den Yerlauf 
von Jo (a) laftt sick aber aus 11. (4) ablesen; diese Gleichung 
gekt fiir v ~ 0 iiber in: 


( 3 ) 


J o(. x ) = * 


4* . / , (0 \ 
sm(x + Y ) _ 


i |/cos 1 


2xcot z(°do). 


Alle im Integranden auftretenden Funktionen sind positiv mit 
Ausnakme der Funktion sin {x +■ , die sowokl positive als nega- 
tive Werte annekmen kann. Ist x so ist daker das Inte- 

gral positiv; ist dagegen x > jc, aber a; lfjt, so ist der Sinus 
negativ d. k. ^(a;) uegativ. Es liegt also die erste ETullstelle 
von J 0 (%) zwiscken x = \ % und x = n. 
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V. Verlauf und GroBe der Besselschen Funktionen. 


Setzt man allgemein: 

X — (Jc + s) % , 

wo Jc eine positive ganze Zahl mit EinschluB der Null nnd £ einen 
positiven echten Bruch, bedeutet, so wird: 


(4) 7 0 (*) = (- iy 




in (** + f) , 

sin <a "|/ cos cd 


- 2#cotgco ^ 


1st s -J, so wird positiv sein, wenn Jc gerade ist, und negativ, 
wenn Jc ungerade ist; ein Zeichenwechsel d. h. eine ISTullstelle von 
J 0 (x) kann nur eintreten, wenn e zwischen f und 1 liegt. Dieses 
Intervall laBt sich aber noch verengern. 

Setzt man 

£ — JL+i 

wo e <i 1 ist, so wird: 


(i-O 


(- = 


A(r+r+i) r „ 

t/ sin co]/cos <d 


7T 

T 


(5) 





e- ixcot e a da> 
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Lage der Knllstellen von J 0 . 

Jedes dieser beiden Integral© ist positive bezeichnet man das 
erste zur Abkiirzung mit <p, das zweite mit so ist: 



wo der im Kenner stehende Ansdruck den groBten Wert der ein- 
geklammerten Fnnktion im Intervall von 0 bis bedeutet. Der 
nacb co genoromene Differentialquotient von cos <o ]/sin co e 2ajtgft) ist: 

(4#— sin 2 co) sin co + cos 8 co 

' / - ® ? 

2 cos co ]/ sm co 

er ist also positiv, sobald x > \ ist. Da diese Bedingung scbon 
fiir die erste Kullstelle {x > erfullt ist, so nimmt die obige 

Funktion im Intervall 0 bis ~~ bestandig zu nnd erreicbt dem- 
naeh an der oberen Grenze den groBten Wert. Es wird also: 
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Y. Verlauf und G-roBe der Besselgchen Funktionen. 


V > 


( 7 ) 


2 (l - cos S -fj 

S 7t 1 / . S 1C 

cos^- y sin ~~ 


2a- tg 


s' 7t 


4 sin 2 


> — — 


8 -- vi r !,l *T. 

' 7t 


' 7t 1 / . s' 7 

V V sm T 

Befindet sich ^ ^ vor einer Nullstelle von J 0 (x) 1 


so ist go — positiv; liegt aber x nach einer Nullstelle, so ist 
q) — <ip negativ. Aus den eben berechneten Werten ergibt sich, 
daft diese Differenz sicber negativ ist, wenn: 


. . O S 7t . , 71 £ 7t 

4 sm- ~ - sin(l — e) — -cos— - 

8 4 2 

s' 7t ^ 2x 

cos 2 


ist, oder wenn: 

( 8 ) 


<c> 


• / , /v C> 

sm (1 — s ) — • cos- 


~2~ 


8 sin 2 -- 


Priift man diese Ungleichheit auf ihre Ricbtigkeit fur z = so 
nimmt die rechte Seite den Wert an: 


. 3T „ 7t , 7C - 7T 

sm y • cos cot « 16 • C0S- -J 

D . 4 

8sm 'l6 


„ or 
cos-—- 
4 


1 


4tg 


1(5 


8 tg 


7£ 

16 


7t 7t g 

Nun ist tg -r > 777 , demnach wird der Bruch kleiner als — , Die 
° 16 16 7 7t 

2 

Ungleichheit x > — ist aber fiir die erste, also auch fur alle 

folgenden Nullstellen erfullt; folglich erhalt man den Satz: 

Die positiven reellen Nullstellen von J 0 {x) liegen 
zwischen (Jc + -f)jt und (Jc + wo Jc alle ganzzahligen 
Werte mit Einschluft der Null durchlauft. 

Hieraus erkennt man, daft die Kurve, die J Q (x) darstellt und 
die in Fig. 2 gezeichnet ist, ahnliche Wellenform besitzen wird 



Die Wurzeldistanz ist kleiner als it. 
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wie Wahrend aber bei die Knotendistanz stets % be- 

tragt, ist sie bei J Q yariabel, und zwar kleiner als re. 

Es sei, urn dies zu zeigen, £ — (k + eine Wurzel 

yon J 0 (x) ~ 0, so ist fur Jctc < % < £ der Wert yon ( — l) k J 0 (x) 
positiy; iiberschreitet x den Wert £, so wird dieser Ausdruck 
negatiy. Wenn ( — l) x 'J r 0 (£ + 7t) wieder positiy ist, so ist die 
obige Behauptung riebtig. Nun ist naeh (5) fur diesen Wert 
yon si 


a-of 


(9) 


All 

t / si 


0)\ 

-*-t) 


sin go |/eos i 


e -2$cot g»dco 


und: 


G r Jt 


/ . (Sit CO \ 

JlbrZMr,*.,, 

cos co y sin co 




/M 5 ?- 

n) = / 7= 

J cos <o y si 


2 V^ + O^cfo) 


(1-0 ■ 


/ . lit s' it oo \ 

.y) 6 - 

sin cameos co 


2(£ + 7r)cotgtu ^ 


Nun ist sofort ersichtlicb, daB das erste Integral der letzten 
Grleicliung grbBer ist als: 

s' 71 

_ 


— 2rttg 



cos co ]/ sin a 


e-SStsm dm 


Sckafkeitlin,*I)ie Besselsohen. Funktionen. 


7 
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und das zweite kleiner als: 


U-O v 



e -ncotga> d(0 ^ 


und diese beiden Ausdriicke sind nach (9) einander gleicb, somit 
ist (— 1 )*/<>(£ -f «) positiv. 

Aus (8) siebt man, daB s um so kleiner gewablt werden 
kann, je grdJBer x ist; es werden also die boheren Nullstellen 
immer naber an (Jc -j- f) it heranriicken, jedoch so, daB die 
Wurzeldifferenz stets kleiner als it bleibt. 

Genau die entsprecbenden Betracbtungen lassen sicb an die 
aus 11. (5) folgende Gleicbung: 


(io) 


7t 

T 


r®(*) - 



e -2xcotgt o dco 


0 


ankniipfen, und man erbalt: 

Bur sebr kleine positive Werte des Arguments bat Y 0 (x) sebr 
groBe positive Werte und ninunt ab; die erste Nullstelle liegt 

zwiscben x = ™ und x = Die Kurve, die Y 0 (x) darstellt, 

nimmt nun einen abnlicben, wellenformigen Yerlauf wie die von 
J 0 (x), und zwar verscblingen sicb beide Kurven in abnlicber 
Weise wie die Sinus- und Kosinuslinie und wie es in Dig. 2 zu 
erkennen ist. Die reellen positiven Nullstellen von Y 0 (x) 
liegen zwiscben (Jc + %)it und ( Jc + %)it, wo Jc alle ganz- 
zabligen Werte mit EinscbluB der Null durcblaufi Der 
Unterscbied zweier aufeinanderfolgenden IsTullstellen 
ist kleiner als it, konvergiert aber mit wacbsendem Jc 
gegen it. 

Aus 11. (4) und (5) findet man fur den absoluten Wert B v 
von J v sowobl als aucb von Y v die Ungleicbung: 
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71 

2 


B v 


_a r +y r eo£ _-f» 

— I) y 8in 2, +1 < 


■ e- 2xcot «"^w. 


Betzt man nun: 


2 X cotg 03 = H , 


so geht diese Ungleicimng iiber in: 




X 

y;n(f- |V2 v ~ 



( 4 x 2 + ‘^ 2 ) 2 4 d it . 


1st v < 4-j so ist der Exponent des letzten Faktors negativ, es 
wird also sein Wert mit wachsendem n abnehmen nnd fiir u =■ 0 
am grofiten sein; daher wird: 


B v < 


(9«/“ 


y7tn(v — -k)2 v 



( — i < v < + ■£) . 


Das bier auffcretende Integral ist nach 1. (28) gleicb II (v — 
so daB man erhillt: 


(ii) 


*r<VJi (-t<V<+i). 


Hieraus folgt, daB sowobl J 0 als anch Y 0 fur positive reelle 
Werte des Arguments zwischen den beiden Zweigen der schon in 

9 2 

22. erw&hnten Kurve xy 2 = verlaufen. 

24. Die Funktionen </ 0 und Y 0 fiir negative reelle 
Werte des Arguments. Aus 2. (7) folgt: 

(1) J Q ( x) = Jq (x) ; 

d. b. J 0 hat fiir negative Werte des Arguments dieselbe GroBe 
wie fur positive; aus 12. (6 a) folgt aber: 

(2) r 0 (-*)-r 0 (*)-2(2ft+ i)i/ 0 (*), 

rjr * 
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weil bekanntlich 

log ( — x) — log x + log (— 1) — log x + (2k + l) Tti 
ist. 

Hierin tritt die unbestimmte ganze Zahl k auf, woraus her- 
vorgeht, daB Y 0 und ebenso Y n nicbt eine eindeutige, sondern 
eine unendlich vieldeutige Funktion ist wegen des Logarithmus, 
der darin auftritt. Mit demselben Eecbte wie die bisher be- 
tracbtete Funktion *0, die fur positive reelle Werte von x selbst 
reell war, hatte man aucb eine Funktion Y 0 wahlen konnen, die 
komplexe Werte fur positive reelle Werte von x annimmt; nam- 
lich eine Funktion, die von unserer Funktion um beliebige ganz- 
zahiige Vielfacbe von 4 iJ 0 sick unterscheidei 

Derjenige Wert von Y 01 der fur positive reelle Werte von x 
selbst reell ist, heiBt der Hauptwert von Y 0 ; von ibm allein ist 
bisher die Bede gewesen, und auch spiiter wird unter Y 0 immer 
der Hauptwert dieser Funktion gemeint. 

Y 0 ( — x) unterseheidet sich nach (2) von dem entsprechenden 
Werte fur positives Argument um ein ungerades Yielfaches von 
2iJ 0 (x), als einfachsten Wert dieser vieldeutigen Funktion kann 
man wahlen: 

(3) Y 0 (-x) = Y a (x)-‘2iJ 0 (x), 

wo unter Y 0 der Hauptwert zu verstehen ist. Man erkeunt-hieraus, 
daB fur negative reelle Werte des Arguments die Funktion Y 0 
komplex wird und daB der reelle und imagin^re Bestandteil nach 
(3) in einfachster Weise aus den Funktionen T 0 und J 0 erhalten 
wird. Nur an den Nullstellen von J 0 (x) wird die Funktion 
r 0 ( — x) reell; an denen von Y 0 (x) wird sie rein-imaginiir. Hull- 
stellen besitzt !F 0 (— x) nicht, da J 0 und F 0 niemals gleichzeitig 
verschwinden. 

25. Die Funktionen J 0 und Y 0 fiir rein-imaginare Werte 
des Arguments. Wie der Yerlauf der Funktionen J, und Y t 

fiir rem-imagin&re Werte des Arguments vollig verschieden ist 
von dem fiir reelle Arguments, so auch bei den Funktionen / 0 
und F 0 . 

Zunachst erkennt man aus der D efinitionsgleichun g 2. (T): 

/xyz 

•W ^2 nTm ■ 


( 1 ) 
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J {) fiir rein-imaginare Argumente. 

daB J Q {j ;r) eine positive rellee GroBe J 0 (;r) ist, die mit wacbsen- 
dem x wachst. 

Aus 6. (l 3 ) folgt: 

j o^) = i 

i 


Aus diesen Integralen ergibt. sich leicht: 

d. h. mit waebsendem x nimmt/ 0 (zn:) abnlich wie die Exponential- 
funktion zu. 

Zwischen J 0 Qx) nnd den Funktionen mit reellem Argument 
besteben einige Eelationen. Aus 21. (l) folgt fur y — i und 
y = 0 : 

13) *«(•<) 

0 

und aus 21. (5 a): 

ot 

(4) J 0 {x) = J 0 (x) + 2^ U - !.)• 

;. = i 

Bind die Werte der Funktionen J %1 bekannt, so kann man mit 
der letzten Formel die Funktion fur nicbt zu groBe Werte 

von x ziemlieh bequem berecbnen, wenn 

1,-1) -a a 

bekannt ist. 

Fur diese Zablen gilt die Eekursionsformel : 

(21 — 1) (1 + 1) ci x+1 = 4( 3 1 2 — 1) a x — (1 — 1) (21 + l) . 

Die Werte fur 1=1 bis 10 sind in folgender Tabelle zu- 
sammengestellt: 


f e ~±£' e “ d, 

J VI — u 2 
o y 

+ i i 

/ „— XU 1 /* — 2 i'.E 

V* / 4—- 

VI— »«’ 31 */ V» — t; a 
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1 

( h 

1 

2 

2 

8 

3 

38 

4 

192 

5 

1002 

6 

5 336 

7 

28814 

8 

157184 

9 

864146 

10 i 

4 780008 


Aus 12. (6 a) folgt: 

y oO) = - i { 7 o<» l0 ?Y Sufi (f-ri* 

0 

far den Hauptwert von Y 0 (ix) ist nun 

■j . . n 

log 

also findet man: 

( 5 ) r 0 (te) = — | (io(*) lo gy-2 rn'm (f 1 * }~ i ‘ 

0 


Hieraus erkennt man, daB die Besselscke Funktion zweiter 
Art, abgesehen von dem ( — ^)-fachen der Besselschen Funktion 
erster Art, auch eine reelle GroBe ist. Nach 16. (7 a) kann man (5) 
schreiben : 

00 

(6) r 0 (i*) = | j ^(O)-logf-j I 0 (x) + - > /«(*), 

1 

wenn man setzt: 

(— 

es hedeutet dann eine positive GroBe. 

Das Integral, das in 11. fur Y v gefunden wurde, kann fur 
rein-imaginare Werte des Arguments nicht benutzt werden, da es 



Y 0 fur rein-imaginare Arguments. 


mir unter der Voraussetzung gilt, daB x einen positiven reellen 
Bestandteil hat. Aber der Weg, der in 10. zu diesen Eormeln 
fuhrte, wird aueh hier eine Integralformel fur Y 0 (ix) liefern. 
Dort hatte man gefunden, daB das Integral 


V r e +i.r j __ v zy V e ± 2 ixv ( J V 


eine Losung der Besselschen Differentialgleichung ist, wenn die 
Grenzen des Integrals Null, Eins oder eine Nullstelle von c^ 2vix 
sind. Ist nun x auf der positiven Halfte der imaginaren Achse 
gelegen, so kann als Grenze ± 00 gewahlt werden, je nach dem 
Vorzeichen von ix. Man erhalt so fur v = 0 die Losungen: 




C e~*' 9 


oo 

. f CL, 

J 1/1 — 


u 

C e 2 ™ 
l/o= c X I . 

J Vv — r* 


Y'V + r* 


tf-fZ-i,. 


Nun ist: 


also nach (2): 


du — / 


yi — u 


Vi = « • r 0 («) + 


00 

• r e ~ ux a 

J yV— l 


Es laflt sich nun zeigen, daB + lo gx fur x = 0 einen end- 
lichen Wert besitzt, den man folgendermaBen findet. Es ist: 
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00 00 



Ferner ist: 

oc 

log x = j (jr u — e~ ux ) * 

o 

Burch Addition erhalt man: 


ie'y i + logx^j + 

0 

oc 

-f e x I e~‘ ux (—~ 1 ^= — — ) du . 

J V-i/V-i «/ 

i K 

Setzt man nun a; * 0, so wird das erste Integral rechts nach 
einer Formel von Birichlet*) iibergehen in ^(0), das zweite aher 
wird log 2. Benn es ist: 



du == log (a + Va 2 — - 1) — log a 




L&£t man hierin a ins Unendliche wachsen, so erhalt man den 
angegebenen Wert. Also wird 

lim (iy 2 + log a?)( x= 0) = W(0) + log 2, 

oder es nahert sich iy 2 , wenn x verschwindet, dem Werte 


^(O)-logf- 


') Sur les integrates Euteriennes, Crelle Joum., Bd. 15 . 
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Ein Integral fur Y 0 (ix). 


Das allgemeine Integral der Besselschen Differentialgleichung 
BY 0 nahert sich aber nach (l) und (5) dem Werte: 

A + ±(v(p) r logf)B-i£, 

also ist i • dasjenige Integral, wofiir 


Y Q (ix) + i J 0 (ix) 



B = ~ und 

ist, d. h. 

'2 f e- ux d_n _ 

oder: 

Vu>-1 

i v 

00 

(8't 

r 0 (ix) = - / -~ 
ow *,/ yu 


Bezeichnet man den reellen Bestandteil von Y 0 Qx) mit L Q (#), 
so hat man aus (5), (6) und (8) die Beziehungen: 

v«)— 

0 

(») - ■* { ^(o) -i»g ; j aw + ‘ 2-f • 

0 

2 C e~ u * 7 2 _ t . C e~* ux 

it J i * J -j/w-fw 2 

Aus der letzten Gleichung erkennt man, daB L 0 (x) stets posi- 
tiv ist; fiihrt man it ,im letzten Integral 2ux als neue Integrations- 
variable ein, so lindet man: 

(io) 

0 

und l&Bt man x unbegrenzt wachsen, so folgt: 
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Wahrend also T 0 (V) mit wachsendem x unbegrenzt wacbst, wird 
L o(x ) = r 0 («) +iJ 0 (ix) 

mit unbegrenzt wachsendem x gegen Null konvergieren, Es be- 
ginnt L 0 (x) fur x = 0 mit unendlieh groBen Werten und nimmt 
bestandig ab, und zwar ist stets 

Es sei nocb erwahnt, daB aus (10) sich eine nacli fallenden 
Potenzen von x fortschreitende, semikonvergente Reihe ableiten 
lSflt; man findet ahnlich wie in 14.: 

bricht man diese Reibe beim n-ten Gliede ab, so ist der Fehler 
kleiner, als d^s (n + l)-te Glied sein wiirde. 

26. Die Funktionen J 0 und Y 0 fiir x — ~j. W&hlt 

man x auf der Halbierungslinie des Winkels der positiven reellen und 
imaginaren Aebse, setzt man also x = q ^ cos i sin-™^ = p ]/7, 

so ergibt sich aus 2. (7): 


1 ) j 0 ( Q Vi) 


0 


«r 

mi nil 


g \4l-f 2 


0 


(I) 


71 ( 21 + 1 ) 71 ( 21 + 1 ) 


Es wird also in diesem Fall© J 0 eine komplexe Zahl, deren 
beide Bestandteile aus (l) sich leicht berechnen lassen, sobald p 
nicht zu groBe Werte annimmt. 

Aus 12. (6 a) folgt: 


y o(eV*) — ~ {' r o(?V*)( 1 <>gf-'t- ) log') 


-2^>‘ 

0 


W(l) 
711 7T1 


(If- 4 


( 2 ) 



Reiben fur «7 0 (^'j/i) und 3T 0 (pl|/i). 
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bieraus erlialt man fur den Hauptwert von I r 0 durcb Trennung 
des B-eellen vom Imagin£ren: 


rJfVi) 


2(-v 


log 4- 


W(U) 


77217721 


(?) 


0 


(D 

({■) 


42 + 2 


11(22 + 1 ) 77(22 + 1 ) 


2 If 

7f 


2(-iy 


^(22 + 1) — log >- 
^ ^ ; ° 2 (Q\ 

17 ( 22 + 1 ) 71 ( 22 + 1 ) \ 2 / 


4^ + 2 


0 


(C 

772 2 272 2 


Anf ahnlichem Wege wie in 25, lassen sicli auch bier Late- 
grale fmden fur beide Funktionen. Es ist: 


(4) 


y — + 


00 

7 


e ±Sixv 


Yu — n 3 


dr 


eine Losung der Besselschen Differentialgleicbung fiir i/ = 0, weixn 
der Integrationsweg fur v so gewab.lt wird, daB e^ 2ixv im Unend- 
lichen verscbwindet. Ist nun 

x — q (cos 'ft + i sin #) , 

so wird dieser Zweck erreicht, wenn man emfiihrt: 

(5) v = + ^(sin # + i cos #) , 

wobei w s&mtliche positive reelle Werte zu durcblaufen bat. Wahlt 
man in (4) und (5) zun&chst das obere Zeichen, so findet man: 


( 6 ) 


oo 

‘7 


(sin# + i cos#) e 2u(i du 


]/u ]/sm # + u cos 2# + i (cos # — u sin 2#) 
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Setzt man nun: 


u ===== 


cos (co — #) 


so wird: 


sin #4- u cos 2 # = 


rZn = 


cos'd 1 


{ sin# sin co + cos (co — #)(2cos 2 # — 1) } 
* — { 2 cos 2 # • cos(eo — #) — cos# cosoo } 
cos oo + cos (co — 2 #) — cos co } 


sm co 
cos# 


smco 
cos# cos (co — 2#) 


sm co 


ferner: 

und: 


cos # — - u sin 2 # — 


cos# sin (co — 2#) 


g— 2^cos t 9 cotgw— 2^sin t9- 


Fubrt man in dem Faktor vor dem Integral x == (<o, #) ein, so 
findet man: 


• + 9 


— t ,-(J(sin3+icos ft) 


"*]/cos & | cos (-£■ — ■S-j — i sin (~ — j 


sin co l/cos(a> — &) 


X (sin & + i cos &) e-a^coss-cotgo, d(0 


= l/eos & e " & ' 8i " 9 + 1 008 V 


Y+ 9 

:/ L - 


(sin ~ + i cos - J.) <T 2 ? 008 ^ cots “ 
sin co ]/ cos (© — #) 


c^oo 


oder, wenn man den reellen Teil q cos# der komplexen Zabl x 
znr Abkfirzung mit § bezeichnet, so wird: 
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+ d 


(7) ^ — os&e ^ tg 


/■■“( i +f)+ <co, ( i +i) _ 


:/ 


sin ro y cos (a) — #) 




Ahnlich ergibt sieh bei Wahl des unteren Zeichens aus (4) 
und (5): 


( 8 ) y - — • (sin ^+-^ 5 ^^! 

^ ' *■ 2 J Vv 1 /n cos 2 at — sin & — i(u sin 


tin 


V«Y> 

und wexm man die Substitution: 

COS (ft) + at) 


(u sin 2 4t -f- cos at) ' 


sm a) 


ausfuhrt: 


(9) y 2 ~ ]/cosat e^ tg 


J aia ( S +l)-* ws ( i+ y) 


sin o) ]/cos (© ~f-at) 


.2fcotgm^ 


Es ist nicbt schwer, diese Formeln auf beliebige Werte von v 
zu erweitern. 

Auf ahnlickem Wege wie in 12. lafit sich zeigen, daB die 
Grenz werte fiir ein unbegrenzt waebsendes q lauten: 

»i(°°) = Vht ( cos (*~ f ) - i siu (*- t) )’ 

2/3 (oo) =]/^ (cos (a-—) + i sin (a: ”-) J • 

Yergleicht man hiermit die Grenzwerte in 12. (1) und (2), so 
findet man: 

Jq {q ? ^ 7 


) r o(p>' 9 ') = — ~{yi—y^)- 
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Also folgt aus (7) und (9): 


- + * 


j/cos# 


Jo(e> & ) = e ~ 


■A 


' sin ( a +y) 


sin co J/cos (<o — d 1 ) 


, e -2|cotg co da 


I' 9 

r si 

+ e^« 9 / - — 
J sin <» 


■(•+t) 


sinco]/cos (co -j- ft) 


•^ 00t 8 °> dm 


( 10 ) 




f -(»+ t ) 


+ i\e- 


sinool/cos (co — <0’) 




und: 


7-* 


J*9 


'(•+t) 


sin co ]/cos (co + ^) 


e -2|cotg (u ^ c) 


]/cos -O’ 


^0 (? y 1 


= £ tg # 


■A 




COS 


(•+t) 


sinco]/cos (co — #) 


e - Hootg co dw 


2 

— j __ 

J 8 


COS 


( w - t ) 


sinco ]/cos(oo + #) 


e -2|cotg o d(n 
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(1!) 


i\e 


»-£tg 



+ » 

sin 


(•+?) 


sin co y cos (co - 


, .»(£+?) 

-«£«»/ ; < 

sin co ]/ cos (co -f- #) 


Urn auf unseren speziellen Fall zu kommen, 

& = ~ zu setzen und erhiilt: 

4 


3 



_ e - 2 £cot gmd(B 

«■) 


.-Sicotg« rf(B 


hat maa hieiin 


e-aYscotgu d(i) 


Jl/aootgm dw 


— e - ?^ 2 oot£ro, d<B 

r) 


P yTcotg W 
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und: 



(13) 




Die in den Integranden dieser Formeln auftretenden Funktioneu 
sind samtlick positiv mit Ausnahme der beiden Funktioneu 

sin (^+f) cos (^ +y)- 

Ahnlich wie in 23. lassen sicli mithin Scklusse uber das Vor- 
zeichen wenigstens der reellen Bestandteile dieser beiden Funk- 

tionen ziehen. 1st namlich ~ so ist das Integral 

mit den Grenzen 0 und ~ , welches im Z&bler die Funktion Sinus 

enthalt, positiv; und ist § ^ ■§■ so ist das entspi’ecbende Inte- 
gral mit den Grenzen 0 und %tc positiv. Daher ist der reelle 
Bestandteil von positiv, sobald £ § % ist Man iiber- 



Abkangigkeit der Nullstellen vom Index. 


113 


siebt sehr leicht, dafi dieser Satz sick verallgemeinern liifit. 
n&mlich 


§ = + r, 


1st 


wo h eine positive ganze Zakl mit Einscklufi der Null und 
0 ^ |*7t ist, so ist der reelle Bestandteil von J 0 (q ~]/i) posi- 
tiv oder negativ, je nachdem k gerade oder ungerade ist. Z wi sc he n 
£ == Qc-j-^TG und £ = (£+ 1 ) 71 ; liegt allemal eine Nullstelle 
des reellen Bestandteils von 

Ebenso ergibt sich: Ist so ist der reelle Bestand- 

teil von Y^Vi) positiv; ist 


I 


2 Jc -j- 1 . ,_r 


wo k und | denselben Bedingungen wie oben genugen, so ist 
der reelle Bestandteil von VoG* VO negativ oder positiv, je nach- 
dem k gerade oder ungerade ist. Zwiscken | = (7c + und 
(k + •£■) 7t liegt allemal eine Nullstelle des reellen Be- 
standteils von Y 0 (q ]//). 

Aus (9) erkennt man, dafi innerkalb der Grenzen der Inte- 
gration <r*£ cotf?tw kleiner ist als somit siekt man, dafi so- 

wokl der reelle als der imaginare Bestandteil von y 2 dem absoluten 
Betrage nacli kleiner ist als 


- - fr 


— P ~£cotg« 

l/ COS d' I m 

fj sin 00 y cos ( 


]/cos (co + d) 




lafit man kierin | nnbegrenzt wacksen, so konvergiert dieser Aus- 
druck gegen Null. Somit findet man, dafi allgemein das Integral 

^ • y 2 == j? { J o(e, tf) — i r 0 (j>, «•) } 


mit wachsendem q gegen Null konvergiert. 

27. Die Nullstellen der Besselscken Funktionen in. ikrer 
Abkangigkeit vom Parameter. In den folgenden Nummern 
soli der Verlauf der Funktionen mit beliebigem Parameter fur 
reelle positive Werte der Variable n skizziert werden*, man wird 
ein einigermafien vollst&ndiges Bild vom Verlaufe derselben er- 

Sdiaflieitlin, Die Besselsdien Funkfionen. 8 
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halten, wenn man dieLage ihrer Nullstellen, ihrer Maxima, Minima 
und ihrer Wendepunkte kennt. Allgemeine Satze liber die genaue 
Lage dieser Punkte existieren nicht, und man muB si eh begniigen, 
nicht zu weite Grenzen fur deren Lage zu ermitteln und zu unter- 
suchen, wie diese Punkte sich verschieben, wenn der Parameter 
sich verandert. 

Dieser letzte Punkt soli zunachst ins Auge gefaBt werden. 

Durch Differentiation der Gleichung 5. (8) nach dem Para- 
meter v ergibt sich: 

d 2 (dz\ / v 2 — A dz _ 2v 

dx 2 [dv) a; 2 ) dv x 2 

<9 z 

Multipliziert man diese Gleichung mit 5. (8) mit ^ und 
subtrahiert diese Gleichung von der ersten, so hndet man: 

d 2 fcz\ dz_ d 2 z __ 2^ 2 

dx 2 \dv) dv dx 2 x 2 " 

oder: 

did (dz\ dz dz \ 2v 2 

dxv dx\dv) dv dx] x 2 * ’ 


Ftir z kann man nach 5. (9) einsetzen: 

^ = y x j v (x), 

so daB man bei Benutzung der Abkiirzung: 


dJ »=v d * J » - V' 


erh^lt : 


dv 


dxdv 


dx 


oder: 






folglich durch Integration: 


( 1 ) [*(?X- • 
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Jede Nullstelle wachst mit dem Index. 


Die entsprechende Gleichung gilt aueh fur die Funktion zweiter 
Art 5 die Grenzen a und h konnen beliebig gew&hlt werden, je- 
doch darf die Zahl Null nur als Grenze gewahlt werden bei Funk- 
tionen erster Art und wenn v > 0 ist. Auf diesen Fall wollen 
wir uns hier beschranken. 

Es sei a = 0 und b = O, wo O’ eine Wurzel der Gleichung 

( 2 ) J r (?) = 0 

bedeutet*, dann folgt aus (l): 


( 3 ) 


F r (&) = - 


2 v 






Man kann nun in (2) die GroBe O als eine implizite Funk- 
tion von v betraehten; nach bekannten Regeln wird alsdann: 

( 4 ) 


pnd setzt man aus (3) in (4) ein: 


( 5 ) 


d O 2 v X t 2 / \ d m 

dv = if ■ [//(«■)]* J » 

0 


Aus 13. (3), (4) und (5) erkennt man sofort, daB J v und 
J ' nicht zugleich verschwinden konnen, ebensowenig wie J v und 
J r „t oder J v und J v ". 

Daher ist die im Nenner von (5) auftretende GroBe Jj (O) 

stets von Null verschieden, selbst also stets endlich und, wie 

7 dv 

man sofort erkennt, immer positiv d. h. 

Jede einzelne Nullstelle der Besselschen Funktionen 
erster Art mit positivem Parameter ist eine stetige 
Funktion des Parameters, die mit waehsendem Para- 
meter w&chst. 

Derselbe Satz gilt auch fur die Funktionen zweiter Art, doch 
ist sein Beweis erheblich schwieriger. 

Bezeichnet s eine Wurzel von J v '(jb) = 0, so folgt aus ( 1 ) 
nach derselben Methode 

e 

d s 2^6 1 f* 7. g s \ d x 

n = ? ' / v a (s) J v w ~x ‘ 

0 


8 
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Nun folgt aus G-leichung 17 . (22 a), daB s groBer seiu muB als v, 
denn sonst wurde deren rechte Seite negativ, die linke aber positiv 
sein. Daher folgt aus (6): 

Die Maxima und Minima der Besselschen Funktionen 
erster Art mit positivem Parameter sind stetige Funk- 
tionen des Parameters, die mit wachsendem Parameter 
wachsen. 

28 . Die Lage der ersten ausgezeichneten Stellen. Wenn 
der Parameter v 1 ist, so kann man die ungefakre Lage der 
einzelnen Nullstellen auf demselben Wege finden, der in 23 . fur 
J 0 (x) eingeschlagen wurde. Aus dem Integral 11. (4) folgt: 

Ist v < 4-, so liegen die einzelnen Nullstellen von 
J v (x) zwischen (h + |-)jc und Qc + l)n, wo k alle ganz- 
zahligen Werte mit EinsehluB der Null annehmen kann. 

Die im Nullpunkte gelegene Nullstelle ist hier wie im folgen- 
den nie mitgerechnet. 

1st 1 v > so liegen die einzelnen Nullstellen 
von J v (x) zwischen hit und (ft + wo 7c alle ganz- 

zahligen Werte mit AusschluB der Null annehmen kann. 

Solche einfachen Satze liber alle Nullstellen gelten fur groBere 
Parameter, die nun ausscklieBlich betrachtet werden sollen, nicht. 

Setzt man: 

J r(. x ) = S T (~ 1 ) / " mritv+lj 1 ^ ffli ’ 

so folgt: 

a z + i x 2 

' a z ’ 

dieser Quotient ist fur jeden Wert von l ein echter Bruch, so- 
bald x < 2 ]/v + 1 1st. Ftir solche Werte von x ist daher J v (%) 
sicher positiv; ahnlich ergiht sich, daB //(a?) und J" (x) fur 
kleine positive Werte von x ehenfalls positiv sind. Es wird 
demnach vor der ersten Nullstelle von J v (x) positiver Maximal- 
wert und davor ein Wendepunkt. dieser Funktion liegen. Naeh 
den beiden in 27 . bewiesenen Satzen sind an diesem ersten Wende- 
punkt nicht nur J v und Jj positiv, sondern auch J~ v+p und J - ' , 

wo p eine positive Zahl bedeutet. 

Aus den Relationen in 4 . lassen sich leicht folgende Formeln 
beweisen: 
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X*r + 1 = f>' 2 - K* ~ OK + *K"> 

X 'K + 1 = v ( v * ~ 1 — as 2 )/* — x 2 (v + 1)/,". 

Naeh der eben gemachten Bemerkung ergibt sieh aus diesen 
Gleichungen, wenn man J" — 0 setzt: 

Die erste Nullstelle von J” liegt zwischen — l) 
und Y(y + 1) (v — 1). 

Ebenso folgt aus den Hauptformeln in 4.: 

a*j; + 2 = (M* + 1 - ^ -f 1)/; 

und hieraus durch Differentiation mit Riicksicht auf 2. (l): 
«V; +9 « 2(v + 1) [a* - v(v + 2)]J V 
— x[pcr — 2 (y + 1) (v + 2)]//. 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 

Die erste Nullstelle von J Q ' liegt zwischen yv (y + 2) 
und Y2v(y + l) . 

Aus 4. (6) folgt, wenn man p — 3 und v -f* 1 Stelle von 
i/ setzt: 

*K+* = 4(v+ 2){ 2(v + l)(v + 3) -a 3 ) J v+1 
— {4(v+ 2)(v+ 8) — !**}«/,. 

An der ersten Nullstelle von J v muB die erste geschweifte 
Klammer positiv sein; da ferner diese Nullstelle naeh der ersten 
von J' v liegt, so folgt: 

Die erste Nullstelle von J r liegt zwischen ]/v(v + 2) 
UIl d-|/2^'+i)(v + 3). 

29. Die Lage der hoheren Nullstellen von J v . Es ist 

bisher nicht gelungen, ahnliche einfache Grenzen fur die zweite 
und die nlichstfolgenden Nullstellen fur groBere Werte des Para- 
meters v anzugeben; fur die Lage der hoheren Nullstellen dagegen 
lassen sich ziemlich enge Grenzen angeben, und zwar mit Hilfe 
der semikonvergenten Entwicklungen in 14. 

Es l&fit sich namlich zeigen, daB die dort mit P v und Q v be- 
zeichneten Eunktionen stets positiv sind, sobald das Argument x 
eine bestimmte GroBe uberschreitet. Schreibt man: 

rn 

A-0 


( 1 ) 
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in der Form: 

= («0 - «l) H~ («2 — «») + K — «s) + ■ • * > 

so wird 1\ positiv sein, wenn jede Gruppe positiv ist, also wenn 

Clj i j 

der Quotient kleiner als 1 ist, zunachst abgesehen vom Best 

a i 

B r Es ist aber nacb 14. (8): 

!i±i _ [^^-(2X+4) g ][^-(21 + f) 2 ] 
a x 4^ a (21 + l)(2X + 2) 

und speziell: 

• «! 

a 0 8 a? 2 

Aus . diesen Gleicbungen siebt man, daB, wenn — < 1 ist, der 

a 0 

^ +1 

Bruch < 1 sein wird, sobald die Faktoren ini Zahler positiv 

a x 

sind und auch sieher dann noch, wenn nur der erste, aber niclit 
mehr der zweite Faktor positiv ist, d. h. wenn: 

v — < 2 1 < v — 4“ 

ist, Wenn alle Glieder der Reihe (l) abweehselndes Vorzeichen. 
haben, und wenn man vom Reste absehen diirfte, ware P Y positiv, 
sobald: 

(2) 8x 2 > (v s - i) (V - f) 

ist. Die erste Bedingung kann man stets erfiillen; denn nach 
14. (6 a) muB fur den Index des letzten Gliedes a in die Bedingung 
erfullt sein: 



Die erste gauze Zahl, die groBer ist als ~ j-, ist kleiner als 

A JL (yon dem Grenzwert, daB ~ ^ selbsteine ganze Zahl 

ist, kann abgesehen werden, weil dann die Reihe (l) von selbst 
abbricht). Daher kann man m stets so wahlen, daB: 

(3) v — ■< 2m < v — 4" 



Das Vorzeichen von P v . 


11 


ist. Bei soldier Wahl von m folgt aus 14. (6), daB samtliche 
Glieder von P v alternierendes Yorzeichen haben, und daB 

1 ^m+ 1 ^ I a m I ? 

sobald x der obigen Ungleichung gemaB gewahlt wird. 

Ist nun m gerade, so ist a m positiv und daher 


auch positiv, also ist in diesem Fall P v positiv. Ist aber m un- 
gerade, so hat man zu untersuehen, ob 

a m- 1 — I R m+ 1 I 

positiv ist. Dies ist sicher der Fall, wenn 

a m - 1 ” 

positiv ist, und es soli daher diese Differenz ins Auge gefaBt 
werden. Yersteht man unter s einen positiven echten Bruch, so 
hat man nach (3) zu setzen: 

I — ; - = m 4- s oder v + 


Aus 14. (6) folgt alsdann: 

_ _ J7(4w + 8t — 2) 

a m-l 1 a m — JT(2 to — 2) n\2 8 + 2) \2 x) 

_ 2IT(4m -f- 2s) / 1 

nZmliZe \2x) 

= mmM(ix ) £ { 2m ( 2wi - 1 ) 4a;2 

— 2 (4 m + 2 s) (4 m + — 1) (2s + 2) (2s + 1) } . 

Ftihrt man in der geschweiften Klammer fiir x den kleinst- 
moglichen Wert durch die Gleichung: 

8** 

= (2 m + 2 s — 1) (2m + 2s) (2m + 2s -f 1) (2m +• 2s + 2) 
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ein und setzt im Minuenden e gleich 0 und im Subtrahenden e 
gleicb 1, so findet man als Bedingung daftir, daB die Differenz 
positiv ist: 

m 2 (2m — l) 2 (2 m 4 1) (m + l) > 12 (2 m 4- l) 4 l) . 
Dies ist sicker der Fall, wenn: 

m\2m — l) 2 > 48, 

und diese Ungleiebbeit ist fur m = 3 schon erfullt; da nur un- 
gerade Werte von m in Betracht kommen, so ist allein der Fall 
m = 1 ausgeschlossen, d. h. die Parameter v yon bis 4^- 
fallen nicbt unter diese Betracbtung. 

Eine leicbte Spezialuntersuchung, die hier tibergangen werden 
soli, lebrt, daB die folgenden Ergebnisse aueh fur diese Parameter 
G-eltung bebalten. Hiei'durch ist nun gezeigt, daB JP V positiv ist, 
sobald die Bedingung (2) erfullt ist. 

Fiibrt man dieselben Uberlegungen fur Q v durcb, so findet 
man, daB Q v positiv ist, sobald 

24a; 2 > (v* - \) (»*-“), 

und diese Bedingung ist sicher erfullt, sobald (2) erfiillt ist. 

Die Funktionen JP v (x) und Q v (x ) sind positiv, sobald 
die Bedingung (2) erfullt ist. 

Aus diesem Satze und den Gleicbungen 14. (2) ergibt sicb, 

daB fiir solche Werte von x, wofur sin [x — und 

cos (x — - nj gleicbe Vorzeicben liaben, eine Nullstelle von 

J v nicbt existiert, sondern nur fur solcbe Werte, wofur beide 
Funktionen entgegengesetztes Zeicben haben. Dies tritt ein, 
wenn das Argument der trigonometrischen Funktionen zwisehen 

(2 A + 1) y und (27c 4 2)-^- liegt, worm k eine beliebige ganze 

Zabl bedeutet. Setzt man diese Grenzwerte ein, so findet man: 
Sobald die Bedingung 

8 a: 2 > ( v 2 — £) ( v 2 — •£) 

erfiillt ist, liegen die Nullstellen von in den Inter- 
vallen von 
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x-= Jk + v + 4) Y und x = ( 2 k + v + 2 ) 2 ’ 

worin ft eine beliebige positive ganze ZaM bedeutet. 

1st im speziellen v eine gerade ganze Zahl, so liegen die 
hoheren Nullstellen in den Intervallen zwischen (ft + -J-) tc und 
(ft + f) tc; ist v eine ungerade ganze Zahl in den Intervallen 
zwischen (ft — \J% und (ft + |-) it. 

Ebenso findet man: 

Sobald die Bedingung 

8** ;>(**_*) (^-f) 

erfiillt ist, liegen die Nullstellen von Y v in den Inter- 
vallen von 

i 

(zJc + V— * und X = (%li + V- + y) y, 


worin ft eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. 

Ist im speziellen v eine gerade ganze Zahl, so liegen die 
hoheren Nullstellen in den Intervallen von (ft — bis (ft + £)?r; 
ist v eine ungerade ganze Zahl in den Intervallen von (Jc £) % 
bis (Jc + 4*) tc. 

Aus diesen Ergebnissen in Verbindung mit denen der letzten 
Nummer erkennt man, da6 die Gestalt der Kurve, welche die 
Punktion J v darstellt, fur groBere Werte des Parameters wesent- 
lich anders aussieht als fur kleine Werte. In Fig. 3 ist die 
Kurve fur J 7 gezeiehnet. Es besitzt n&mlich die Kurve nicht von 
Anfang an die Wellenform, sondern sie steigt zuerst ganz all- 
m&hlich zu einem Maximum an, das bald nach der Stelle x = v 
eintritt, dann erst nimmt sie Wellenform an, deren Knotenpunkte 
fur groBere Werte des Arguments in Abstanden aufeinander f'olgen, 
lie sich der Grenze % nahern, 

DaB auBer diesen reellen Nullstellen die Funktion J v keine 
komplexen besitzt, erkennt man folgendennaBen. Setzt man 
t «= (^, -O’) in 2. (7) ein, so findet man: 


(4) 


Jv 

x v 


= 2 ’ ( - 




'±\ 


2A 


(cos 2/L# 4" * g i n 2Z#) 


u xn(v 4“ X) 


and setzt* man den komjugierten komplexen Wert (p, — ein, 
so erhSLtman statt (4) den konjugierten komplexen Wert. Existiert 
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daher eine komplexe Nullstelle a von J v , so ist auch der zu a 
konjugierte Wert (3 eine Fulls telle yon J v , Multipliziert man 
diese Zahlen a und § mit derselben positiven Zahl #, so bleiben 
sie konjugierte Zahlen, und das Produkt J v {ci3c) J v ((3%) ist eine 
positive reelle Zahl, weil es das Produkt zweier konjugierten 
komplexen Zahlen ist. 

Wurden nun a und {$ ein Paar konjugierter komplexer Full- 
stellen yon J v sein, so wiirde die linke Seite yon 17. (21a) yon 
Full verschieden sein, wahrend die reehte Full ist; daraus folgt: 

Die Funktion J v (%) besitzt keine komplexen Full- 
stellen. 

Die Gleichung 17. (19) kann man schreiben: 



4 

nx 


k.’ + (=■■'. + ■'.O’ 

+ (O* + (i - 



1st nun #> v]/2, so sind samtliche vier Summanden der ge~ 
schweiften Klammer positiy; da die linke Seite fur v > auch 
positiv ist, so mu£ sein: 


J v 2 < 


_ 4 _ 

TtX 


Da dieselbe Integralgleichung fur Y v gilt, so erhalt man: 

Ist x^>v]/2 und v > -J-, so ist sowohl 

w<l4V 

Bedeutet x in 17. (19) eine Nullstelle von J v , so geht die Gleichung 
Tiber in: 



also: 

Ist Y v {x) = 0, so ist sowohl |/ v+1 | als auch 

W<V;s ; und ist Y v (x) = 0, so ist sowohl | 3T K — 1 1 ^ 
jr v+1 | als auch r„'<]/^- 
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Mit Hilfe dieses Satzes folgt nun aus 13* (3) oder (4): 

1st J v (x) — 0, so ist I r„! >y :i , und ist T v (x) = 0, 
so ist \J r \ >]A|- 

Aus diesen letzten Satzen sieht man, daB die Kurven, die J v 
und Y v fur positive reelle Werte von a?>v]/2 darstellen, 
zwischen den zwei im Unendlichen znsammentreffenden, gegen die 

Abszissenachse symmetrisclien Zweigen der Kurve xy 2 — — ver- 

0 2 

laufen; dafi dagegen die entspreclienden Zweige von xy" — — 

an bestimmten Stellen, wie groB auch das Argument werden mag, 
uberschritten werden, wie dies in Fig. 3 zu erkennen ist. 

Die Funktionen J und' F, deren Parameter kleiner als -J* sind, 

2 

verlaufen zwischen den Zweigen der Kurve xy * « — , ohne sie zu 
treffen* jede Welle der Funktionen und F^ beriihrt diese Zweige, 

und jede Welle der Funktionen mit groBerem Parameter durch- 
schneidet sie. 


Anhang. 

30. Znsammenstellung der wichtigsten. Formeln. Das 
allgemeine Integral der Besselschen Differentialgleichung: 

*• « og + »g + («>-»*) 9 -0 

lautet: 

11. (6) y — c x J v + c 2 Y v . 

4. (l) 2 / r = ^ 4 . 1 * 

4. (l a) ■ 

4.(2) + 1 . 

3. (3) = (- l)V„. 

Die namlichen vier Formeln gelten fur die Funktion F. 

12. (4) Y,(x) = ~ cotg v*J r (x). 
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12. (4a) r, + |W = (-l)V (B+i) (^). 


13. (3) 


13. (4) 


YX-J,X = — - 

?tx 


V,-i - j r Y r -i = ^z- 


2. ( 7 ) j » 

_ x r f i » s ( x* | 

~ 2 Wv \ 1 _ 2 ^( 2 ir-f- 2 ) ' 2 - 4 -( 2 j'+ 2 X 2 »+ 4 ) J 

2. (7a) J 0 (*) ■ = 1 - ~ + -- fL- - + • • • 

2. (7b) <7i (*) — j | 1 — gTj + g-; 4 . J7g ~ gTiTgTiTeTs 4 } ' 

7.(1) J* (*) =]/ ~ • sin a:. 

a.(i) *.M-2n&n(ir u 

o 

7.(3) (*)-]/“ -cos*. 


16.(5) Y n+ ^-J n+ Mg^ + ~2 


1 yri Hnll(~ s)II(i, -j- e — 1) /2\* 


mil(n-X) 


(*) •'.-<-. 


<•>*.«-! k.w*H^-*) l! S£Sl a Gr + 

0 

1 JI(» — Z — 1 ) \ — 

gx"“' \yj 

0 

le. (7) r.-|{ *(«)- log f}.<„+ 

;.=i 

i 1 . V- - -- (*Yj ■ 


i v nn /2y r 
%\ZjTn(n~i)\xj »->■' 

i=i 
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^ /M Tr 1 nnn(x — ^)(%y T 
16. (6) Y « + * — V%2j nui{n — i)\(c) J n-i-Y 

y ;.=o 


12. (6a) r 0 (*) = -- 
12. (6b) fr 0 (ir) - 






+ ■ 


i6. (7a) r 0 (*) = l { Jfr (°) - 10 § 2 1 J o( x ) + ^ L r~ 


x = l 


L4. (2) 


p > ^ sin (* - 2 ”f - ljc )+ Qv (*) cos (* - 

| r„(*) - ' ]/^ {p,(») COS (* - - Q,. (no) sm (* - 

«• («) *,(■) -2(- 1 ^(S-7>^i©” +s ' 


2v — 1 


- 7 C 


2v — 1 ' 

— jg 




;.=o 


wo: 


/.,N i7 y , n (> + am+^) /±\*-+* 

v ba v l- K m+i l^.n(2 TO -f 2)n(v— 2w — |)\ 2 ay 


fiir: 


14 . ( 6 b) P 0 (x) = 1 ■ 


2m > v — ■§•• 

I s • 3 s I s • 3 s • 5 s • 7 s 1* • 3 s ■ • • 11 ! 
2! (««)*' 4! (8*) 4 


6! (8 a) 1 


- M ,(rr‘+* 

2 = 0 
wo: 

f 7 \ I <v J7(v+_2w + |) /J_\ S * + 8 

V / a; \o m+1 I jj^'z+ S) 12 (v - 2m— I) \2 a/ 


2w > r — !" 



126 


Anhang. 


m\ y. / \ 1 , l 2 • 3 2 - 5 2 l 2 ' 3 s ' - ■ 9 s . 

14. (_7b) Q 0 (x) — 8jb + 3! ( 8a ,) S - 5! (8a;) 5 

12. (1) J v {x) = YJ x • »*(*- ~*) ( ,„j. 

12. (2) T v {x) = ]/—■ ec(« - *—*) ( * =00) . 


12. (5) 


djr 

CV 


= J r log ■ 


■2 { ~ o 

;.=o 


k W(v + l) /a?y+M 

m/ty-f A)U/ 


15 




■ »M] JU*) +2<- 

t , = l 


15. (1) 
15. (8) 

15. (5) 
15. (6) 
20. (2) 
20. (5) 
20. (4) 
20. (6) 


v \r{v + n)n(v + i-i) T 

~2j ni J v+U- 

TIv ( X\ X 


2=0 


X\ v 

2~. 


ml i] ^+ 1 ' 


n 

sina!= 2 J^( — l) i «/', i+1 (®). 

;=o 

cos x — / 0 (t) + 2 j?(- l) ; -/ 2 ;.(4 


;.=o 


+ CO 


Jr(x + y)=2 J r->WM- 

2 SS — QO 

Jo(* + *) = W + 2 2(r WiWM 

2 = 1 

2 = - cc 

*i(* + y) = r o (*)/ o (*0 + 2 2(- iyu*yi(y)- 
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21.(5) 


21. (5 a) 


J 0 { xy) — J 0 (®) + 2 ^Jc, i (x)F(l, 1 , 1 , f ) 
a = i 

J x (*y) = yj^i^x + I^a+iW-^O + — ^ y 2 )' 

i A = 0 


6. (13) 


[/ W= — — r- — — /*(l— w s ) v ~- 

Y% z ii{v — ■£),/ 


xrn(v-i)J 


~i cos xudu, 


A 

s y^ 


i cos 


n 

t ( x ) = -i 5 / cos (a? cos ro) sin 2 T rodeo, 

■ rW y» 2 r JT( v -t)J 


8. (14) 


_= _? f cos (x cos ro) sin 2 ’ 1 rodeo. 

y* 2 r n(v - i)J 


9. 0) JM) 

0 

unter der Voraussetzung, daB fi > — 1 und v > ft ist. 






lR r ~* 


cos 2 co sm 


l 2v — 1 \ 


e' Sj “‘B"(iro. 


sin 2 ”* 1 * 
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n 

3. (1) J n (x) = ~ cos (a; sin o — na)dQ. 

o 

It 

n 

3. (2) J 0 (x) = ~ ^cos (* cos ®) d w • 

o 

n 

J n 

3. (3) 7 0 (o;) = — ^cos s ^ n ®) ^ ® — ~~ j cos (/ s i n co ) 


aV jl i r / cos 2 ©cos a; — © 

w-ya^ir/ 


17. (25) 


V„(«) i 

<(* = — 
* v 


17. (26) 


J r (x)dx _ I I(k-t ) 

2 »-st+i 2 J( V — fc) 


(Ua) J* sin (v — #i-)-|-— ar Ji, J - ;- 4- » 

ar 

(lib) | r„ (u) r„ ( M ) ^ = v - r ~ i j ~ sin (? - (t)y - a i), r( + r„ r; ) , 

X 

CO 

(lie) / oos(v-(i) j-»r /( j;+*7,y;| : 


1 0< *7 + 7J 


sin(v — ;*)— — x/ lU /(~+ a:7pJ)( 
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17. (19) 


i f 1 r« , 2 


17 - (19) -=-( ^.'+^.^+*W+i(i4)v| 

- s - ( (I 4 + w + 2 ^ -S) ^ I ' 

Genau die entsprecbende Formel gilt fur 3T V . 
i 

17. (21a) (a 2 — |S 2 ) \J"'. xJ r (ax)J v (fix)dx = 

1 

17. (21 c) (a 2 — P*)J xJ v (ux) J r (px)dx = 

= “' 7 ’»(i s )< 7 »+i(«) — (*>-« 

1 

17. (21c) (a 8 — (3 2 )J xJ v (ccx) Y v ([3x) dx = 

0 

=-J(-£) v + «T,(P)J 9+1 («) - p /,(«) r, +1 (fl. 

1 

17. (22a) 2 f wJ^(0u)dte=(l-- ji)«7; , (fl?) + (/;(«))*, 

o 

i 8 

17. (22b) 2 J uJ v (xu) Y v (xu)du — + (l “t)A 0*) r *0») 

+ 7i(a?) Tr(ic). 
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Fleming, Dr. J. A., Professor am University College zn London, elek- 
trische Wellen-Telegraphie. Yier Yorlesungen. Autorisiexte 
deutscbe Ausgabe von Professor Dr. E. Aschkinafi, Privatdozenten 
an der Universitat Berlin. Mit 53 Abbildungen. [IY n. 185 S.] 
gr. 8. 1906. In Leinw. geb. n. Jt 5. — 

Foppl, Dr. Aug., Professor an der Kgl. Tochnischen Hochschule zu Munchen. 
Yorlesungen fiber technische Mechanik. In 6 B&nden, gr.8. 
In Leinwand geb. 

I. Band. Einftthrg. i. d. Mecbanik. 3. Aufl. M. 136 Pig. i. T. [XVI n. 428 S.] 
1905. n. Jt 10.— 

II. — G-rapbiscbe Statik. 2. Atifl. ,Mit 176 Pig. i. Text. [XII u. 471 S.] 
1903. n. <^10.— • * - 1 1 • 

III. — Festigkqitslebre. 3. Aufl. Mit 88 Fig. i. Text. [XVI u. 434 S.] 

1905. n. JL 10. — 

IV. — Dynamik. 2. Aufl, Mit 69 Fig. i. Text. [XV u.506,S.] 1901. geb.n.J£l2.— 

V. — Die wichtigsten Lebron der hOheren Elaatizit&tsthe o rie. 

Mit 44 Pig. i. Text. [XH u. 391 S.] 1907. n. <M 10.— 

VI. — Die wichtigsten Lehren der bObexen Dynamilc. [In Vorber.] 

Gans, Dr. B,., Privatdozent an der Universitat Tubingen, Einfiihrung 
in die Yektoranalysis. Mit Anwendungen auf die mathematische 
Physik. Mit 31 Figuren im Text. [Xu. 98 S.] gr.8. 1905. In Leinw. 
geb. h. Jt 2.80. 
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